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Introduction
Les premie`res re´alisations expe´rimentales de la condensation de Bose-Einstein
de gaz atomiques en 1995 par Anderson et al. [1], Davis et al. [2] et Bradley et
al. [3] ont amorce´ une forte activite´ de recherche. Ces nouveaux syste`mes atomiques
se caracte´risaient notamment par une controˆlabilite´ sans pre´ce´dent. Presque tous les
parame`tres du syste`me comme la tempe´rature, le nombre d’atomes et l’intensite´ des
interactions peuvent eˆtre controˆle´s. Pour certains syste`mes, notamment les conden-
sats d’atomes alcalins, la nature attractive ou re´pulsive des interactions peut aussi
eˆtre controˆle´e [4,5]. D’une certaine manie`re, le condensat de Bose-Einstein peut eˆtre
conside´re´ comme un syste`me « macroscopique » qui offre un terrain d’essai ide´al a`
l’e´tude de la physique quantique a` N corps.
La condensation de Bose-Einstein d’un gaz de bosons est une transition de phase
qui se produit au-dessous d’une certaine tempe´rature critique « tre`s basse », et qui se
traduit par une accumulation d’une population macroscopique de bosons dans l’e´tat
quantique de plus basse e´nergie. Le plus souvent, les interactions entre particules
jouent un roˆle important dans les phe´nome`nes de transitions de phase. C’est le cas,
par exemple, du ferromagne´tisme qui est cause´ par les interactions d’e´changes entre
les spins. A` l’oppose´, la condensation de Bose-Einstein est une transition de phase qui
se produit « sans l’aide » des interactions. Ce phe´nome`ne a e´te´ pre´dit par Einstein
en 1925 [6] en ge´ne´ralisant les travaux de Bose sur la statistique des photons [7].
En pratique, les atomes du condensat interagissent entre eux. Les condensats
e´tant des syste`mes de faible densite´ (n ∼ 1017− 1021m−3), une bonne approxima-
tion consiste a` ne conside´rer que les interactions a` deux atomes. A` courte distance
(r ∼ 1 A˚), les atomes en interaction ressentent des forces tre`s re´pulsives, tandis qu’a`
longue distance (r & 10 A˚), les atomes s’attirent a` cause de la force de Van der
Waals ayant pour origine un potentiel isotrope et de courte porte´e (∝ 1/r6). A` basse
tempe´rature, l’e´nergie engage´e dans les collisions est faible. Dans ces conditions, le po-
tentiel d’interaction interatomique est approxime´ par un potentiel de contact isotrope
et comple`tement caracte´rise´ par la donne´e des longueurs diffusion aF dans chaque ca-
nal de spin total F de la paire d’atomes. L’interaction de contact est l’interaction la
plus dominante dans les condensats de Bose-Einstein. Les interactions jouent un roˆle
crucial dans la de´termination des proprie´te´s de base du syste`me. Notamment, le profil
de densite´ du condensat dans un pie`ge est essentiellement fixe´ par les interactions de
contact 2.
2. Dans le cadre de l’approximation de Thomas-Fermi [8].
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Le traitement the´orique des condensats de Bose-Eisntein en pre´sence d’interaction
a e´te´ initie´ en 1947 par N. N. Bogoliubov [9]. En combinant les effets des interactions
a` la condensation, Bogoliubov aboutit a` une description en termes d’excitations e´le´-
mentaires, et distingue un re´gime de propagation d’ondes sonores dans le syste`me. Ce
re´gime est une manifestation de la nature superfluide des condensats de Bose-Einstein,
et peut eˆtre interpre´te´ en lien avec la the´orie de la superfluite´ de Landau [10]. L’un des
faits remarquables de l’e´tude the´orique des condensats de Bose-Einstein est le grand
succe`s de la the´orie de champ moyen propose´e par Gross [11] et Pitaevskii [12] en 1961.
Cette the´orie, de´veloppe´e a` tempe´rature nulle (T = 0 K), est gouverne´e par l’e´qua-
tion non line´aire de Gross-Pitaevskii qui de´crit a` la fois les proprie´te´s stationnaires, et
dynamiques du condensat. L’e´quation de Gross-Pitaevskii de´crit aussi la propagation
d’onde de matie`re comme les solitons [13] et la formation de vortex [14, 15] dans le
syste`me. Ce grand succe`s est duˆ notamment au nombre e´leve´ d’atomes dans le meˆme
e´tat quantique, les faibles interactions et la tempe´rature tre`s basse (T . 1 µK) des
condensats.
Les atomes alcalins, comme le 87Rb, posse`dent un spin e´lectronique s = 1/2 et
un spin nucle´aire i non nul qui composent leur spin atomique f = i ± 1/2, tandis
que l’atome de 52Cr posse`de un spin d’origine purement e´lectronique f = 3 avec
s = 3 et i = 0. Le spin atomique est a` l’origine de degre´s de liberte´ internes associe´s
aux 2f + 1 e´tats Zeeman m. Lorsque les atomes du condensat sont pie´ge´s dans un
potentiel magne´tique, la condensation a lieu dans l’e´tat de spin de basse e´nergie
Zeeman, et les spins s’alignent dans la direction du champ magne´tique local. Par
conse´quent, les degre´s de liberte´ de spin sont « efface´s ». C’est le cas des premiers
condensats de Bose-Einstein re´alise´s expe´rimentalement. Lorsque le pie´geage a lieu
dans un potentiel optique, les atomes ressentent la meˆme force inde´pendamment de
leur e´tat Zeeman. Dit autrement, le pie´geage optique « relaˆche » les degre´s de liberte´
de spin internes du condensat. On parle dans ce cas de condensats spinoriels. Le
premier condensat d’atomes de 23Na dans un pie`ge optique a e´te´ obtenu en 1998 au
MIT 3 par Stamper-Kurn et al. [16]. Cette re´alisation a ouvert de nouvelles directions
the´oriques et expe´rimentales a` l’e´tude des condensats bosoniques dilue´s. Peu apre`s, Ho
[17] et Ohmi et al [18] ge´ne´ralise`rent l’approche champ moyen de Gross et Pitaevskii
aux condensats spinoriels.
La coexistence de plusieurs e´tats de spin dans le condensat conduit a` une in-
teraction de´pendante du spin qui se manifeste par des oscillations cohe´rentes de
spin [19, 20]. Cette interaction est fixe´e par des combinaisons (diffe´rences) des lon-
gueurs de diffusion aF . Par exemple, dans un condensat de spin f = 1, deux atomes
dans l’e´tat m = 0 peuvent donner lieu a` une paire d’atomes dans les e´tats m = +1 et
m = −1, et re´ciproquement. La combinaison des interactions de´pendantes du spin et
d’un couplage magne´tique donne lieu a` une multitude de phe´nome`nes. En pre´sence
d’un champ magne´tique statique, les spins sont magne´tiquement polarise´s. Des tex-
tures de spin [21] et des domaines de spin me´tastable [22] ont e´te´ observe´s lorsque
les spins sont soumis a` un gradient de champ magne´tique. Par ailleurs, a` cause des
degre´s de liberte´ de spin, plusieurs phases magne´tiques sont possibles au-dessous de la
tempe´rature critique de condensation. Dans la majorite´ des cas, la phase de l’e´tat fon-
3. Massachusetts Institute of Technology
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damental est fixe´e par une compe´tition entre les interactions de contact de´pendantes
du spin et le champ magne´tique externe [21,23–27].
Les atomes avec un moment magne´tique subissent, en plus de l’interaction de
contact, une interaction dipoˆle-dipoˆle de nature longue porte´e et anisotrope. Les ef-
fets dipolaires sont souvent plus faibles compare´s aux effets de l’interaction de contact.
Pour un condensat de 52Cr polarise´, l’intensite´ de l’interaction dipoˆle-dipoˆle par rap-
port a` l’interaction de contact est donne´e par dd ' 0.15. Notons que cette valeur de
dd est 36 fois plus forte compare´e au cas des condensats de Bose-Einstein d’atomes
alcalins comme le 87Rb. Le premier condensat dipolaire a` e´te´ obtenu en 2005 par
Griesmaier et al. [28] avec des atomes de 52Cr polarise´s. Peu apre`s, Stuhler et al. [29]
ont observe´ de faibles de´formations me´caniques (de la densite´) anisotropes lors de l’ex-
pansion d’un condensat de 52Cr polarise´. Ces de´formations de´pendent de l’orientation
des dipoˆles (effets de magne´tostriction). Des effets plus notables ont e´te´ observe´s par
Lahaye et al. [30] en controˆlant la valeur de dd.
La production expe´rimentale de condensats dipolaires a entraine´ une forte acti-
vite´ the´orique, dont une partie s’est attache´e au cas des condensats dipolaires spi-
noriels [31–34]. Par exemple, il a e´te´ montre´ que lorsque les interactions de contact
de´pendantes de spins sont tre`s faibles et en l’absence de champ magne´tique, l’interac-
tion dipolaire peut avoir un effet notable sur les phases de l’e´tat fondamental. C’est le
cas notamment du 87Rb de spin f = 1. En prenant en compte l’interaction dipolaire,
Kawaguchi et al. [33] ont montre´ que les spins tendent a` s’auto-organiser pour former
plusieurs phases avec diffe´rentes textures de spin. Des transitions entre les diffe´rentes
phases pourraient eˆtre observe´es en modifiant la taille du condensat. Expe´rimentale-
ment, Eto et al. [35] ont observe´, dans le cas d’un condensat de 87Rb de spin f = 1
et f = 2, le de´veloppement de textures de spins induites par l’interaction dipolaire.
J’ai re´alise´ mes travaux de the`se dans le groupe gaz quantiques magne´tiques du
laboratoire de physique des lasers (LPL). Le groupe s’est inte´resse´ aux effets dipolaires
qui surgissent a` partir de l’e´tat ferromagne´tique d’un condensat de 52Cr de spin f = 3.
Cet e´tat est fortement magne´tise´ : les atomes du condensat sont oriente´s par un champ
magne´tique applique´ suivant l’axe z et occupent l’e´tat de spin m = −3. Lorsque le
champ magne´tique est diminue´ progressivement, Pasquiou et al. [36], ont observe´ une
de´magne´tisation instantane´e du condensat a` faible champ magne´tique. Ce type de
phe´nome`ne est directement lie´ a` l’interaction dipolaire qui couple les degre´s de liberte´
de spin aux degre´s de liberte´ orbitaux. Il en re´sulte un transfert de moment cine´tique
de spin vers le moment cine´tique orbital. Ce transfert rend possible l’observation d’un
phe´nome`ne connu sous le nom de l’effet Einstein–de Haas. En paralle`le, le groupe du
LPL s’est aussi inte´resse´ aux effets de l’interaction dipolaire sur les dynamiques de
spin lorsque les dynamiques de de´magne´tisation peuvent eˆtres « ne´glige´s » [37, 38].
C’est le cas lorsque le condensat est soumis a` un fort champ magne´tique.
L’objet de cette the`se a e´te´ de caracte´riser du point de vue the´orique ces deux
situations physiques afin d’apporter une nouvelle compre´hension aux observations
expe´rimentales. Nos re´sultats sont pre´sente´s dans ce manuscrit compose´ de cinq cha-
pitres. Le chapitre 1 pose le cadre the´orique ge´ne´ral. Les chapitres 2 et 3 abordent le
re´gime de faible champ magne´tique. Les chapitres 4 et 5 sont consacre´s au re´gime de
fort champ magne´tique. De manie`re plus de´taille´e :
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Le premier chapitre introduit les e´le´ments the´oriques de la description des conden-
sats de Bose-Einstein a` plusieurs degre´s de liberte´ de spin. On e´crit l’Hamiltonien des
interactions de spin, puis on introduit l’e´quation de Gross-Pitaevskii ge´ne´ralise´e. La
dernie`re section du chapitre est consacre´e aux proprie´te´s de l’e´tat fondamental. Plu-
sieurs travaux the´oriques y ont e´te´ consacre´s. Ici, on discute les digrammes de phase
de condensats de densite´ uniforme de spin f = 1 et f = 3 en fonction du champ
magne´tique applique´. Pour le spin f = 3, nous calculons analytiquement le champ
magne´tique critique pc au-dessus duquel l’e´tat fondamental est ferromagne´tique
4.
Nous obtenons pc = (3c1 − 5c3/42)n ou` n est la densite´ et c1,2 des constantes d’in-
teraction de contact. On observe nume´riquement que cette expression est une bonne
approximation dans le cas d’un condensat de 52Cr pie´ge´ et en pre´sence d’interactions
dipolaires.
Le deuxie`me chapitre est consacre´ a` l’analyse des instabilite´s de la phase ferro-
magne´tique uniforme en pre´sence d’interaction dipolaire et en fonction du champ
magne´tique applique´. Cette analyse est effectue´e dans le cadre de la the´orie de Bo-
goliubov introduite dans le de´tail en de´but de chapitre. On montre que la phase
ferromagne´tique pre´sente des instabilite´s dynamiques a` champ magne´tique fini pdd
fixe´ par les interactions dipolaires. Plus pre´cise´ment, on montre que ces instabilite´s
sont cause´es par les processus de relaxation dipolaire. La manifestation de ces in-
stabilite´s dynamiques se traduit par un de´veloppement de textures de spin dans le
plan transverse au champ magne´tique, et par une de´magne´tisation du condensat. Ces
instabilite´s sont communes aux syste`mes de spin f = 1,2 et 3 que nous avons e´tudie´s.
On montre que pdd = 4picddfn/3, ou` cdd est une constante de l’interaction dipolaire.
Le troisie`me chapitre est consacre´ a` l’e´tude de la de´magne´tisation de la phase
ferromagne´tique du 52Cr en fonction du champ magne´tique par le moyen de simu-
lations nume´riques. Dans le cas d’un syste`me de densite´ uniforme, nos simulations
confirment le de´veloppement d’instabilite´s dynamiques : nous observons une de´ma-
gne´tisation pour un champ magne´tique p < pdd. Pour p > pdd le syste`me est stable.
Dans le cas d’un syste`me pie´ge´, nous obtenons le champ critique de de´magne´tisa-
tion nume´riquement. On note ce champ pdem. Premie`rement, nous montrons que pdem
de´pend uniquement des interactions dipolaires. Deuxie`mement, nous observons que
pdem < pdd et que pdem se rapproche de pdd dans le cas d’un syste`me de grande taille.
Nous proposons d’interpre´ter la de´magne´tisation du condensat pie´ge´ comme une si-
gnature des instabilite´s dynamiques mises en e´vidence pour le syste`me uniforme.
Le quatrie`me chapitre est consacre´ a` l’e´tude des dynamiques de spin d’un conden-
sat de 52Cr dans un pie`ge harmonique et soumis a` un fort champ magne´tique. Dans
ce re´gime, l’e´nergie magne´tique libe´re´e lors des processus de relaxation dipolaire est
convertie en e´nergie cine´tique. Quand cette e´nergie est supe´rieure a` la profondeur du
potentiel du pie´geage, ces processus se soldent par des pertes d’atomes. Dans ce tra-
vail, nous de´veloppons un mode`le qui prend en compte ces pertes dans l’e´quation de
Gross-Pitaevskii dans un terme dissipatif. Les processus dipolaires d’e´change de spin
(qui ne causent pas de pertes d’atomes) sont pris en compte se´pare´ment a` travers un
champ dipolaire effectif que l’on note brot. L’e´tat initial ferromagne´tique est excite´
4. La valeur nume´rique de pc e´te´ de´ja` connue [27,39].
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en provoquant une rotation globale des spins d’un angle θr. Pour θr 6= pi/2, les inter-
actions dipoˆle-dipoˆle enclenchent des dynamiques de spin au travers d’un me´canisme
de pre´cession inhomoge`ne du vecteur spin f autour du champ dipolaire brot. Pour
θr = pi/2, f et brot sont paralle`les : la pre´cession inhomoge`ne ne peut pas avoir lieu.
Pour ce dernier cas, on montre comment la pre´sence d’un gradient de champ ma-
gne´tique permet de favoriser le de´veloppent de dynamiques de spin. Deux nouveaux
phe´nome`nes sont mis en e´vidence. Premie`rement, nous avons observe´ une persistance
de la nature ferromagne´tique du condensat. Cette persistance est surprenante, car
les effets dipolaires ou du gradient de champ magne´tique peuvent alte´rer la nature
ferromagne´tique. De plus, les interactions de contact favorisent e´nergiquement l’e´tat
antiferromagne´tique. Deuxie`mement, nous avons observe´ un comportement oscilla-
toire collectif des spins caracte´rise´s par une fre´quence infe´rieure aux fre´quences du
pie`ge harmonique. A` la fin du chapitre, des observations expe´rimentales de dyna-
miques de population de spin sont pre´sente´es. Un tre`s bon accord avec nos calculs
nume´riques a permis une meilleure compre´hension des observations.
Le cinquie`me chapitre aborde la question de la persistance du ferromagne´tisme.
Dans cette e´tude, on se limite aux cas d’un syste`me de densite´ uniforme et on ne´glige
l’interaction dipolaire. Le syste`me est soumis a` un gradient de champ magne´tique∇γ.
On montre que l’e´nergie cine´tique communique´e par le gradient aux e´tats de spin tend
a` alte´rer la nature ferromagne´tique du syste`me. Cette effet est contrebalance´ par les
interactions de contact qui imposent un gap en e´nergie ferromagne´tique ∝ |c1|n. Pour
un temps d’e´volution dynamique T , on montre que la persistance du ferromagne´tisme
est assure´e par la condition suivante (gµB∇γ)2T 2/M  2|c1|n. La dernie`re partie du
chapitre est re´serve´e a` l’e´tude des modes d’oscillations de spin d’un syste`me pie´ge´
dans un potentiel harmonique. Pour ce faire, on conside`re un fluide ferromagne´tique
(ferrofluide). On re´sout l’e´quation hydrodynamique du spin f dans le cas des oscil-
lations de spin de faibles amplitudes. On montre que les modes sont caracte´rise´s par
une fre´quence de l’ordre de ~/Mσ2 ou` σ est la taille du syste`me. En particulier, on
note que la fre´quence du mode de plus basse e´nergie est infe´rieure aux fre´quences
de pie`ge harmonique. Les oscillations de spin ont e´te´ observe´es expe´rimentalement
dans le groupe du LPL. Dans la limite de gradients faibles, la fre´quence du premier
mode obtenue the´oriquement correspond, avec une bonne pre´cision, aux fre´quences
mesure´es expe´rimentalement.
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Chapitre 1
Condensats de Bose-Einstein
spinoriels
Dans ce premier chapitre, nous allons introduire le mate´riel the´orique ge´ne´ral
indispensable a` l’e´tude des condensats de Bose-Einstein spinoriels. A` titre comple´-
mentaire le lecteur pourrait consulter les re´fe´rences [40–43].
Les condensats gazeux dilue´s sont le sie`ge d’interactions interatomiques qui de´ter-
minent, en grande partie, leurs proprie´te´s stationnaires ainsi que leur comportement
dynamique. Pour une description de´taille´e des processus de collision a` basses e´nergies,
le lecteur est invite´ a` consulter l’excellent livre de C.J. Pethick et H.Smith [44]. Cette
description admise, nous allons e´crire le long des sections 1.2 et 1.3 l’Hamiltonien
d’interactions d’un syste`me de bosons a` plusieurs degre´s de liberte´ de spin. Dans la
section 1.4, nous allons introduire la description en champ moyen, et e´crire l’e´quation
dynamique de Gross-Pitaevskii ge´ne´ralise´e aux condensats de Bose-Einstein spino-
riels. Finalement, la section 1.5 sera consacre´e a` l’e´tude des proprie´te´s stationnaires
des condensats spinoriels. Nous allons notamment discuter l’effet des interactions et
le champ magne´tique sur les proprie´te´s de l’e´tat fondamental.
1.1 E´le´ments de description the´orique des syste`mes
de spins
La description d’un syste`me de spin f se fait en introduisant l’ope´rateur champ
vectoriel ψˆ de 2f + 1 composantes ψˆm. Les champs ψˆm sont indexe´es par le nombre
quantique magne´tiques m (m = −f,...,f)
ψˆ(r) =

ψˆf (r)
...
ψˆm(r)
...
ψˆ−f (r)
 . (1.1)
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Les ope´rateurs champs ψˆm sont suppose´s respecter les relations de commutations
bosoniques suivantes [
ψˆm(r),ψˆ†m′(r′)
]
= δmm′δ(r − r′), (1.2)[
ψˆm(r),ψˆm′(r′)
]
=
[
ψˆ†m(r),ψˆ
†
m′(r′)
]
= 0. (1.3)
ou` δmm′ est le Kronecker delta qui prend la valeur 1 si m = m′ et 0 autrement. La
fonction δ(r) est la distribution de Dirac. Dans (1.1), le choix de spin atomique f
(qui est une composition du spin s et du moment orbitale l de l’e´lectron et du spin
nucle´aire i ) comme nombre quantique doit eˆtre pre´cise´. Le spin f est, a` strictement
parler, un bon nombre quantique uniquement en l’absence d’un champ magne´tique
externe. En particulier, pour les atomes qui pre´sentent une structure hyperfine, f reste
un bon nombre quantique a` condition que l’e´nergie Zeeman soit tre`s faible compare´e
a` l’e´nergie de se´paration hyperfine [43]. A` titre d’exemple, pour le 87Rb dans son
e´tat fondamental e´lectronique, le spin atomique f est un bon nombre quantique pour
|g|µBB/h  ∆hf/h ' 6.8 GHz ou` g = ±1/2 (e´q. 1.8) est le facteur de Lande´, µB
le magne´ton de Bohr et ∆hf l’e´nergie de se´paration hyperfine (tab. 1.1 et fig. 1.1).
Pour le 87Rb, on supposera que |g|µBB  ∆hf . Dans ce travail, on s’inte´ressera
essentiellement a` un syste`me d’atomes de 52Cr dont le spin est purement e´lectronique.
Dans ce cas, le spin atomique f est toujours un bon nombre quantique.
Atome s l j i f ∆hf [GHz]
1H 1/2 0 1/2 1/2 0,1 1.4
7Li 1/2 0 1/2 3/2 1,2 0.8
23Na 1/2 0 1/2 1/2 0,1 1.8
87Rb 1/2 0 1/2 3/2 1,2 6.8
52Cr 3 0 3 0 3 −
Table 1.1 – Spin de quelques espe`ces atomiques. Les nombres quantiques s,l et i sont, dans
l’ordre, le spin e´lectronique, le moment cine´tique e´lectronique et le spin nucle´aire. j = s+ l
est le moment cine´tiques e´lectronique totale. f = |j ± i| est le spin atomique. La dernie`re
colonne indique l’e´nergie de se´paration hyperfine ∆hf en GHz.
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1.1.1 Hamiltonien en seconde quantification
Pour un syste`me de bosons, dans un pie`ge harmonique U(r) (inde´pendant de
l’e´tat de spin), l’Hamiltonien total dans le cadre de la seconde quantification s’e´crit
Hˆ =
∫
dr
∑
m
ψˆ†m
[
−~
2∇2
2M + U
]
ψˆm + Hˆz + Hˆc + Hˆdd, (1.4)
ou`M est la masse atomique. Les deux derniers termes de l’Hamiltonien (1.4) de´crivent
les processus d’interaction interatomique. Il s’agit de l’interaction de contact Hˆc et
de l’interaction dipoˆle-dipoˆle magne´tique Hˆdd qui feront l’objet des deux sections
suivantes. Les deux termes sous l’inte´grale (termes cine´tique et potentiel), ainsi que
le terme Zeeman Hˆz repre´sentent la partie sans interaction de l’Hamiltonien. Dans le
cas ou` un champ magne´tique uniforme B est applique´ suivant l’axe z, l’Hamiltonien
Zeeman, compose´ d’un terme line´aire p et d’un terme quadratique q est donne´ par
Hˆz = p
∫
dr
∑
m
mψˆ†m(r)ψˆm(r) + q
∫
dr
∑
m
m2ψˆ†m(r)ψˆm(r). (1.5)
Le terme Zeeman line´aire
p = gµBB (1.6)
est le produit du facteur de Lande´ g, du magne´ton de Bohr µB = e~/2Me (e > 0 et
Me sont respectivement la charge e´le´mentaire et la masse de l’e´lectron) et du champ
magne´tique B. Pour l’atome de 52Cr dont le spin total est d’origine e´lectronique, le
facteur de Lande´ est le meˆme que celui de l’e´lectron g ' 2. Plus ge´ne´ralement, pour
les atomes ayant un moment cine´tique nucle´aire nul (i = 0), on a
g = 32 +
s(s+ 1)− l(l + 1)
2j(j + 1) , (1.7)
ou` j est le moment cine´tique e´lectronique totale j = s + l. Pour les atomes alcalins
(s = 1/2,l = 0 et j = 1/2), on a
g =
{
− 1
i+1/2 pour f = i− 1/2,
1
i+1/2 pour f = i+ 1/2.
(1.8)
L’effet quadratique peut avoir une origine hyperfine (qhf) ou optique (qopt). En pre´-
sence du champ magne´tique B, le terme Zeeman quadratique qhf a pour origine la
structure hyperfine
qhf = (gµBB)2/∆hf, (1.9)
ou` ∆hf l’e´nergie de se´paration hyperfine. Pour l’atome du 52Cr, on a qhf = 0 a` cause de
l’absence d’une structure hyperfine. L’effet quadratique peut aussi avoir une contri-
bution d’origine optique : un laser polarise´ exerce un effet Stark le long de l’axe de
polarisation qui agit comme un effet quadratique ∝ qoptm2 [45, 46]. Dans ce cas, la
valeur qopt de´pend de l’intensite´ du faisceau lumineux, mais ne de´pend pas du champ
magne´tique applique´. Dans le cas ge´ne´ral, nous avons
q = qhf + qopt. (1.10)
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5S1/2
f = 1
m = 0
m = −1
m = 1
f = 2
m = 0
m = −1
m = 1
m = −2
m = 2
6.8GHz
Figure 1.1 – Niveaux Zeeman du 87Rb dans son e´tat fondamental e´lectronique. Les lignes
pleines indiquent la se´paration des niveaux d’e´nergie due a` l’effet Zeeman line´aire, et les
lignes traitille´es indiquent le de´placement des niveaux Zeeman a` cause de l’effet quadratique.
Pour la clarte´, les dimensions sont exage´re´es.
1.1.2 Introduction de quelques ope´rateurs utiles
Avant d’e´crire l’Hamiltonien d’interaction, il est commode d’introduire quelques
observables et ope´rateurs utiles a` la description des syste`mes de spin. La premie`re de
ces observables est l’ope´rateur densite´ totale nˆ de´fini comme suit
nˆ(r) =
∑
m
ψˆ†m(r)ψˆm(r). (1.11)
La deuxie`me observable est l’ope´rateur vecteur densite´ de spin Fˆ . Les composantes
ν = x,y et z de Fˆ sont de´finies comme suit
Fˆν(r) =
∑
mm′
(fν)mm′ ψˆ
†
m(r)ψˆm′(r). (1.12)
Dans cette dernie`re expression, les matrices fν sont les composantes du vecteur matrice
de spin f = (fx,fy,fz)T ou` T est la transpose´e. Les e´le´ments des matrices fν sont donne´s
par
(fx)mm′ =
1
2
[√
(f −m+ 1)(f +m)δm−1,m′+
√
(f +m+ 1)(f −m)δm+1,m′
]
, (1.13)
(fy)mm′ =
1
2i
[√
(f −m+ 1)(f +m)δm−1,m′−
√
(f +m+ 1)(f −m)δm+1,m′
]
, (1.14)
(fz)mm′ = mδm,m′ . (1.15)
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A` titre d’exemple, pour un syste`me de spin f = 1, les matrices fν sont donne´es par
fx =
 0
1√
2 0
1√
2 0
1√
2
0 1√2 0
 , fy =
 0 −
i√
2 0
i√
2 0 − i√2
0 i√2 0
 , fz =
 1 0 00 0 0
0 0 −1
 . (1.16)
Finalement, on introduit l’ope´rateur d’annihilation AˆFM(r,r′) d’une paire de parti-
cules de spin total F dans les position r et r′
AˆFM(r,r′) =
∑
mm′
〈FM|f,m; fm′〉 ψˆm(r)ψˆm′(r′), (1.17)
ou` l’on reconnaˆıt les coefficients de Clebsch-Gordan 〈FM|f,m; fm′〉. En particulier,
Aˆ00 est l’ope´rateur annihilation d’une paire de bosons dans l’e´tat singulet et peut eˆtre
mis sous la forme suivante
Aˆ00(r,r′) =
1√
2f + 1
∑
m
(−1)f−mψˆm(r)ψˆ−m(r′). (1.18)
L’ope´rateur de paire AˆF ,M est lie´ aux observables densite´ totale nˆ et vecteur densite´
de spin Fˆ . Pour le montrer, on commence par introduire l’ope´rateur de projection
dans l’e´tat a` deux atomes de spin total F
PˆF =
∑
M
|F ,M〉〈F ,M| , (1.19)
ou`M = −F , . . . ,F est la projection du spin total. L’ope´rateur PˆF ve´rifie la relation
de comple´tude suivante ∑
F
PˆF = 1ˆ, (1.20)
ou` 1ˆ est l’ope´rateur identite´. Remarquons que le produit scalaire entre deux vecteurs
matrices de spin f1 et f2 peut s’e´crire a` l’aide de l’ope´rateur PˆF comme suit
f1.f2 =
∑
F
[
1
2F(F + 1)− f(f + 1)
]
PˆF . (1.21)
En utilisant la relation de comple´tude (1.20) que l’on multiplie a` gauche par ψˆm1ψˆ
†
m2
〈f,m1; f,m2| et a` droite par |f,m′1; f,m′2〉 ψˆm′1ψˆ†m′2 , puis en sommant sur les indices
m1,m2,m
′
1 et m
′
2 on obtient
: nˆ2(r) :=
2f∑
F=0
F∑
M=−F
Aˆ†FM(r)AˆFM(r), (1.22)
ou` : repre´sente l’ordre normal qui place les ope´rateurs d’annihilation a` droite des
ope´rateurs de cre´ation. De la meˆme marnie`re en utilisant la relation (1.21) a` la place
de (1.20), on montre que
: Fˆ (r) · Fˆ (r) :=
2f∑
F=0
[
1
2F(F + 1)− f(f + 1)
] F∑
M=−F
Aˆ†FM(r)AˆFM(r). (1.23)
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1.2 Hamiltonien d’interaction de contact
1.2.1 Interaction de contact
Les condensats de Bose-Einstein sont des syste`mes tre`s dilue´s. Par conse´quent, les
collisions a` trois particules ou plus sont rares et peuvent eˆtre ne´glige´es. Aussi, du fait
des faibles e´nergies engage´es lors de la collision entre deux atomes, les interactions
interatomiques de type Van der Waals sont habituellement approxime´es par des inter-
actions de contact en onde s. D’apre`s un re´sultat de la the´orie de diffusion [47], nous
savons que les composantes sphe´riques de la fonction d’onde subissent un glissement
de phase δl(k) ou` k est le nombre d’onde. Pour un potentiel de´croissant a` grandes
distances en 1/rn, le de´phasage δl(k) est donne´ asymptotiquement dans la limite des
collisions de faibles e´nergies (k ∼ 0) par
δl(k) =
{
k2l+1 l < (n− 3)/2,
kn−2 l ≥ (n− 3)/2. (1.24)
Dans le cas d’un potentiel de Van der Waals de´croissant a` longue distance en 1/r6,
le de´phasage est de δ0 ∼ k pour les ondes s, δ1 ∼ k3 pour les onde p et δl ∼ k4 pour
l ≥ 2. Par conse´quent, seules les ondes s (l = 0) sont sensiblement de´phase´es par
δ0 ∼ k. Dans ce cas, l’interaction est caracte´rise´e par un seul parame`tre qui est la
longueur de diffusion aF ou` 0 ≤ F ≤ 2f est le spin total des deux atomes en collisions.
Autrement dit, la collision entre deux atomes ne de´pend pas de l’orientation des spin
des deux particules, mais uniquement de leur spin total F , qui se trouve conserve´
apre`s collision. D’apre`s ce qui pre´ce`de, le potentiel d’interaction de contact peut eˆtre
e´crit sous la forme suivante [17,18]
VˆFc (r,r′) =
4pi~2
M
δ(r − r′)aF PˆF , (1.25)
ou` PˆF est l’ope´rateur de projection dans l’e´tat a` deux atomes de spin total F
(e´q. 1.19). Pour obtenir l’interaction totale a` partir (1.25), il convient de sommer
uniquement sur les valeurs paires de F = 0,2, . . . ,2f
Vˆc(r,r′) =
∑
F
VˆFc (r,r′). (1.26)
En effet, lors de l’e´change de deux bosons identiques de spin f , la fonction d’onde
du syste`me a` deux particules est modifie´e d’un facteur de phase (−1)2f [47]. Par la
meˆme ope´ration, la partie spin de la fonction d’onde du syste`me a` deux particules
est modifie´e de (−1)2f−F . La partie orbitale de la fonction d’onde du syste`me a` deux
particules n’est pas modifie´e car ne nous conside´rons que des collisions de paires de
bosons en onde s. Ainsi, le facteur de phase (−1)2f doit eˆtre e´gal a` (−1)2f−F , et par
conse´quent F doit eˆtre paire. Prenons l’exemple d’un syste`me de spin f = 1. L’inter-
action de contact est comple`tement caracte´rise´e par la donne´e de deux parame`tres :
les longueurs de diffusion a0 et a2. A` partir de (1.26), nous avons
Vˆc(r,r′) = 4pi~
2
M
δ(r − r′)
(
a0Pˆ0 + a2Pˆ2
)
. (1.27)
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Remarquons qu’en utilisant la relation (1.21), on peut re´crire le potentiel de l’inter-
action de contact (1.27) comme suit
Vˆc(r,r′) = 4pi~
2
M
δ(r − r′)
(
a0 + 2a2
3 +
a2 − a0
3 f1.f2
)
, (1.28)
ou` f1 et f1 sont les vecteurs matrices de spin (e´q. 1.13 a` e´q. 1.15). Sous cette dernie`re
forme, le potentiel d’interaction de contact pour f = 1 se pre´sente comme la somme
d’un terme inde´pendant du spin et d’un terme de´pendant du spin. Nous allons voir
dans la suite que le second terme en (a2 − a0)f1.f2/3 (invariant par rotation), donne
lieu a` des processus d’e´change de spin. Plus ge´ne´ralement, pour un syste`me de spin
f , il est toujours possible d’e´crire l’interaction de contact (1.26) sous la forme [17,18]
Vˆc(r,r′) = δ(r − r′)
∑
k
c˜k(f1.f2)k. (1.29)
ou` l’indice k prend les valeurs k = 0,1, . . . ,f . Les constantes c˜k sont une combinaison
des longueurs de diffusion aF . Ces constantes d’interaction peuvent eˆtre obtenues en
utilisant (1.25), (1.26), (1.29) et la relation
(f1.f2)k =
∑
F
[
1
2F(F + 1)− f(f + 1)
]k
PˆF . (1.30)
Pour un syste`me de spin f = 1, a` partir de l’e´quation (1.28), nous avons
c˜0 =
1
3(g0 + 2g2), (1.31)
c˜1 =
1
3(g2 − g0). (1.32)
ou` les constantes de couplages gF sont relie´es aux longueurs de diffusions aF comme
suit
gF =
4pi~2
M
aF . (1.33)
Les valeurs expe´rimentales des longueurs de diffusions aF pour les atomes de 23Na,87Rb
et 52Cr sont donne´es dans le tableau (1.2).
Pour un syste`me de spin f = 2, les trois constantes c0,c1 et c2 sont obtenues
comme suit
c˜0 =
1
35(−14g0 + 40g2 + 9g4), (1.34)
c˜1 =
1
210(−7g0 − 20g2 + 27g4), (1.35)
c˜2 =
1
210(7g0 − 10g2 + 3g4). (1.36)
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Pour un syste`me de spin f = 3, les quatre constantes c0,c1,c2 et c3 sont obtenues
comme suit
c˜0 =
1
385(99g0 − 220g2 + 486g4 + 20g6), (1.37)
c˜1 =
1
6930(891g0 − 1870g2 + 729g4 + 250g6), (1.38)
c˜2 =
1
20790(−66g0 + 275g2 − 324g4 + 115g6), (1.39)
c˜3 =
1
20790(−33g0 + 55g2 − 27g4 + 5g6) (1.40)
Pour e´viter toute ambigu¨ıte´, pre´cisons ici qu’a` l’exception du spin f = 1, les
constantes c˜k sont diffe´rentes des constantes d’interaction ck que l’on retrouve habi-
tuellement dans la litte´rature [17, 42, 44, 48, 49]. La relation entre les c˜k et les ck est
donne´e par les e´quations (1.54) a` (1.56) pour f = 2 et par les e´quations (1.63) a`
(1.64) pour f = 3.
1.2.2 Syste`me de spin f
L’Hamiltonien de contact est obtenu en utilisant l’ope´rateur de paire AˆFM (e´q. 1.17)
et le potentiel d’interaction de contact Vˆc (e´q. 1.25 et e´q. 1.26) comme suit
Hˆc = 12
∫
dr
∫
dr′
∑
F
δ(r − r′)gF
∑
M
Aˆ†FM(r,r′)AˆFM(r,r′). (1.41)
Apre`s inte´gration sur r′, on obtient
Hˆc = 12
∫
dr
∑
m1,m2,m′1,m
′
2
Cm1m2m′1m′2ψˆ
†
m1ψˆ
†
m2ψˆm′2ψˆm′1 , (1.42)
ou` l’on a introduit le tenseur d’interaction de contact
Cm1m2m′1m′2 =
∑
F
gF 〈f,m1; f,m2|PF |f,m′1; f,m′2〉 . (1.43)
Le tenseur Cm1m2m′1m′2 est syme´trique par e´change de deux particules C
m1m2
m′1m
′
2
= Cm2m1m′1m′2 et
par renversement du temps Cm1m2m′1m′2 = C
m′1m
′
2
m1m2 . Alternativement, l’Hamiltonien l’inter-
action de contact peut eˆtre obtenue en utilisant l’expression (1.29) comme suit
Hˆc = 12
∫
dr
∫
dr′δ(r − r′)
∑
k
c˜k
∑
m1m2m′1m
′
2
〈
f,m1; f,m2|(f1.f2)k|f,m′1; f,m′2
〉×
ψˆ†m1(r)ψˆ
†
m2(r)ψˆm′2(r
′)ψˆm′1(r
′). (1.44)
Apre`s inte´gration sur r′, on obtient
Hˆc = 12
∫
dr
∑
k
c˜k
∑
F
[
1
2F(F + 1)− f(f + 1)
]k∑
M
Aˆ†FM(r)AˆFM(r), (1.45)
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ou` l’on a utilise´ les relations (1.17) et (1.30). Finalement, en se´parant dans l’Hamil-
tonien (1.45) les termes k = 0,1 du reste de la somme, puis en utilisant les relations
(1.22) et (1.23), on obtient
Hˆc = 12
∫
dr
[
c˜0 : nˆ2(r) : +c˜1 : Fˆ (r) · Fˆ (r) :
]
+ 12
∫
dr
f∑
k≥2
c˜k
2f∑
F=0
[
1
2F(F + 1)− f(f + 1)
]k F∑
M=−F
Aˆ†FM(r)AˆFM(r). (1.46)
1.2.3 Syste`me de spin f = 1
L’Hamiltonien de contact d’un syste`me de spin f = 1 est donne´ directement par
la premie`re ligne de l’e´quation (1.46)
Hˆc = 12
∫
dr
[
c0 : nˆ2(r) : +c1 : Fˆ (r) · Fˆ (r) :
]
. (1.47)
Les constantes d’interaction c0,1 sont donne´es en fonction des constantes c˜0,1 et des
constantes g0,2 comme suit
c0 = c˜0 =
1
3(g0 + 2g2), (1.48)
c1 = c˜1 =
1
3(g2 − g0). (1.49)
L’introduction des constantes ck sera plus claire pour le spin f = 2 et 3. Sous la forme
(1.47), l’Hamiltonien de contact f = 1 est la somme d’un terme de densite´ et d’un
terme de spin. En de´veloppant l’Hamiltonien (1.47) en terme de ψˆm, la constante c1
apparait comme un parame`tre qui fixe les processus d’e´change de spin. On obtient
Hˆc = 12
∫
dr
[
g2
(
ψˆ†1ψˆ
†
1ψˆ1ψˆ1 + ψˆ
†
−1ψˆ
†
−1ψˆ−1ψˆ−1
)
+ g0 + 2g23 ψˆ
†
0ψˆ
†
0ψˆ0ψ0
+ 2g2
(
ψˆ†1ψˆ
†
0ψˆ1ψˆ0 + ψˆ
†
−1ψˆ
†
0ψˆ−1ψˆ0 + ψˆ
†
1ψˆ
†
−1ψˆ1ψˆ−1
)
+ g2 − g03
(
ψˆ†0ψˆ
†
0ψˆ1ψˆ−1 + ψˆ
†
1ψˆ
†
−1ψˆ0ψˆ0
)]
. (1.50)
La premie`re ligne de (1.50) contient des termes d’auto-collisions. La deuxie`me ligne
contient des termes de collisions croise´es. Finalement, la dernie`re ligne de´crit des
processus de changement de spin.
1.2.4 Syste`me de spin f = 2
Pour un syste`me de spin f = 2, l’Hamiltonien de contact est obtenu a` partir de
l’e´quation (1.46) en sommant jusqu’a` k = 2. On obtient
Hˆc = 12
∫
dr
[
c˜0 : nˆ2(r) : +c˜1 : Fˆ (r) · Fˆ (r) :
]
+ c˜22
∫
dr
∑
F=0,2,4
[
1
2F(F + 1)− 6
]2 F∑
M=−F
Aˆ†FM(r)AˆFM(r). (1.51)
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En utilisant les relations (1.22) et (1.23), les termes sous l’inte´grale de la seconde
ligne de (1.51) peuvent eˆtre mis sous la forme
12 : nˆ2(r) : + : Fˆ (r) · Fˆ (r) : +30Aˆ†00(r)Aˆ00(r). (1.52)
Avec cette dernie`re e´quation, l’Hamiltonien de contact d’un syste`me de spin f = 2
devient
Hˆc = 12
∫
dr
[
c0 : nˆ2(r) : +c1 : Fˆ (r) · Fˆ (r) : +c2Aˆ†00(r)Aˆ00(r)
]
. (1.53)
Les constantes d’interaction c0,1,2 sont donne´es en fonction des c˜0,1,2 et des g0,2,4 comme
suit
c0 = c˜0 + 12c˜2 =
1
7(4g2 + 3g4), (1.54)
c1 = c˜1 + c˜2 =
1
7(g4 − g2), (1.55)
c2 = 30c˜2 =
1
7(7g0 − 10g2 + 3g4). (1.56)
1.2.5 Syste`me de spin f = 3
En dernier, en sommant jusqu’a` k = 3 dans l’Hamiltonien (1.46), on obtient
Hc = 12
∫
dr
[
c˜0 : nˆ2(r) : +c˜1 : Fˆ (r) · Fˆ (r) :
]
+ c˜22
∫
dr
∑
F=0,2,4,6
[
1
2F(F + 1)− 12
]2 F∑
M=−F
Aˆ†FM(r)AˆFM(r)
+ c˜32
∫
dr
∑
F=0,2,4,6
[
1
2F(F + 1)− 12
]3 F∑
M=−F
Aˆ†FM(r)AˆFM(r). (1.57)
En utilisant les relations (1.22) et (1.23), les termes sous l’inte´grale de la deuxie`me
et troisie`me ligne de (1.57) peuvent eˆtre mises respectivement sous la forme
18 : nˆ2(r) : +7 : Fˆ (r) · Fˆ (r) : +210Aˆ†00(r)Aˆ00(r) + 126
2∑
M=−2
Aˆ†2M(r)Aˆ2M(r),
(1.58)
et
126 : nˆ2(r) : +67 : Fˆ (r) · Fˆ (r) : −1050Aˆ†00(r)Aˆ00(r)− 256
2∑
M=−2
Aˆ†2M(r)Aˆ2M(r).
(1.59)
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Finalement, avec ces deux dernie`res e´quations, l’Hamiltonien d’interaction de contact
d’un syste`me de spin f = 3 s’e´crit
Hc = 12
∫
dr
[ 2∑
M=−2
c0 : nˆ2(r) : +c1 : Fˆ (r) · Fˆ (r) : +c2Aˆ†00(r)Aˆ00(r)
+ c3
2∑
M=−2
Aˆ†2M(r)Aˆ2M(r)
]
. (1.60)
Les constantes d’interaction c0,1,2,3 sont donne´es en fonction des c˜0,1,2,3 et des g0,2,4,6
comme suit
c0 = c˜0 + 18c˜2 + 126c˜3 =
1
11(9g4 + 2g6), (1.61)
c1 = c˜1 + 7c˜2 + 67c˜3 =
1
11(g6 − g4), (1.62)
c2 = 210c˜2 − 1050c˜3 = 111(11g0 − 21g4 + 10g6), (1.63)
c3 = 126c˜2 − 252c˜3 = 111(11g2 − 18g4 + 7g6). (1.64)
Atome Spin aF [aB] ck [4pi~2aB/M ] Re´fe´rences
23Na f = 1 a0 = 47.36± 0.80 c0 ' 51.11 [50]
a2 = 52.98± 0.40 c1 ' 1.87
87Rb f = 1 a2 = 101.80± 0.2 c0 ' 100.87 [51]
a2 = 100.40± 0.1 c1 ' −0.47
f = 2 a2 − a0 = 3.51± 0.54 c1 ' 0.99 [52]
a4 − a2 = 6.95± 0.35 c2 ' −0.53
52Cr f = 3 a0 = 13.50± 11 c0 ' 66.09 [53]
a2 = −7.00± 20 c1 ' 4.05 [54]
a4 = 58.00± 6 c2 ' −4.05 [54]
a6 = 102.50± 4 c3 ' −36.68 [36]
Table 1.2 – Longueurs de diffusions de 23Na,87Rb et 52Cr en unite´ aB ' 0.0529 nm
(Rayon de Bohr). Les constantes d’interaction ck( 6= c˜k) sont de´finies par (1.48) et (1.49)
pour f = 1, par (1.54) a` (1.56) pour f = 2 et par (1.61) a` (1.64) pour f = 3.
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1.3 Hamiltonien d’interaction dipoˆle-dipoˆle magne´-
tique
1.3.1 Interaction dipoˆle-dipoˆle magne´tique
L’interaction dipolaire entre deux dipoˆles magne´tique dˆ1 et dˆ2 se´pare´s d’une dis-
tance relative r = r1 − r2 s’e´crit
Vˆdd(r) = µ04pi
dˆ1.dˆ2 − 3(dˆ1.rˆ)(dˆ2.rˆ)
r3
, (1.65)
ou` rˆ = r/r et r = |r|. La constante µ0 est la perme´abilite´ magne´tique du vide.
L’interaction dipoˆle-dipoˆle que nous conside´rons ici a pour origine le spin e´lectronique
et ne prend pas en compte les effet nucle´aires (couplage entre le spin e´lectronique et le
spin nucle´aire). Dans la base du spin atomique f , les dipoˆles magne´tiques dˆi (i = 1,2)
s’e´crivent dˆi = gµBfi ou` g est le facteur de Lande´, µB le magne´ton de Bohr et fi le
vecteur matrice de spin dont les composantes sont de´finies par les e´quations (1.13) a`
(1.15). L’expression (1.65) devient
Vˆdd(r) = cdd f1.f2 − 3(f1.rˆ)(f2.rˆ)
r3
= cdd
∑
νν′
f1νQνν′(r)f2ν′ . (1.66)
ou` νν ′ = x,y,z. La constante d’interaction dipolaire cdd est de´finie comme suit
cdd = µ0
(gµB)2
4pi . (1.67)
Les noyaux dipolaire Qνν′ sont de´finis comme suit
Qνν′(r) =
δνν′ − 3rˆν rˆν′
r3
, (1.68)
ou` δνν′ est le Kronecker delta qui prend la valeur 1 si ν = ν ′ et 0 autrement.
f1
f2
r
(a)
f1
f2
r
θ
(b) (c) (d)
Figure 1.2 – Interaction entre deux dipoˆles non polarise´s (a) et deux dipoˆles polarise´s (b).
La figure (c) repre´sente des dipoˆles cote a` cote (configuration la plus re´pulsive) et la figure
(d) repre´sente des dipoˆles en teˆte-a`-queue (configuration la plus attractive).
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Nature longue porte´e
L’interaction dipoˆle-dipoˆle est de nature longue porte´e et de´croˆıt a` grande distance
comme 1/r3. Notons que cette nature longue porte´e est propre aux syste`mes a` trois
dimensions. Pour les syste`mes a` une ou deux dimensions, l’interaction dipoˆle-dipoˆle
est de courte porte´e [40,55].
Proprie´te´s de collisions
L’interaction dipoˆle-dipoˆle exhibe des proprie´te´s de collisions diffe´rentes de celles
de l’interaction de contact. Pour un potentiel en 1/rn avec n = 3, comme c’est le
cas de l’interaction dipoˆle-dipoˆle, toutes les composantes sphe´riques l sont de´phase´es
de δl ∼ k (e´q. 1.24). Cela implique que toutes les ondes l contribuent a` la section
efficace. Par ailleurs, comme nous allons le voir ci-dessous, la nature anisotrope de
l’interaction dipoˆle-dipoˆle induit un couplage entre les diffe´rentes ondes l.
Nature anisotrope
L’interaction dipoˆle-dipoˆle peut eˆtre attractive ou re´pulsive selon la position et
l’orientation des dipoˆles magne´tique. On peut illustrer cette nature anisotrope en
conside´rant des dipoˆles polarise´s dans la direction eˆz (fig. 1.2b). Dans ce cas, d’apre`s
l’expression (1.66) nous avons,
Vˆdd(r) = cddf 2Qzz(r) = cddf 2 1− 3rˆ
2
z
r3
. (1.69)
En e´crivant rˆz = rˆ · eˆz = cos θ ou` θ repre´sente dans ce cas l’angle entre la direction de
polarisation et la position relative r entre les deux dipoˆles, l’expression (1.69) devient
Vˆdd(r) = cddf 2 1− 3 cos
2 θ
r3
=
√
16pi
5
cddf
2
r3
Y2,0(rˆ), (1.70)
ou` l’on a identifie´ l’Harmonique sphe´rique Y2,0 = −14
√
5
pi
(1− 3 cos2 θ). D’apre`s (1.70),
l’angle θ pour lequel l’interaction dipoˆle-dipoˆle est la plus re´pulsive est θ = pi/2 qui
correspond a` la configuration dipoˆles coˆte a` coˆte (fig. 1.2c). L’interaction la plus
attractive est obtenue pour θ = 0 et correspond a` la configuration en teˆte-a`-queue
(fig. 1.2d). Le signe de l’interaction change a` l’angle dit magique
θm = arccos
1√
3
' 54.7◦. (1.71)
Plus ge´ne´ralement, l’interaction (1.66) peut eˆtre e´crite en terme d’harmoniques sphe´-
riques de moment orbital l = 2. Pour ce faire, nous e´crivons rˆ comme suit
rˆ = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ), (1.72)
ou` θ ∈ [0,pi] et φ ∈ [0,2pi[ sont respectivement l’angle polaire et azimutale des coor-
donne´es sphe´riques. En introduisant les matrices de spins f± = fx±ify et en identifiant
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les Harmoniques sphe´riques Y2,∆m, l’interaction dipolaire (1.66) s’e´crit
Vˆdd(r) = −
(
24pi
5
)1/2
cdd
r3
2∑
∆m=−2
Y ∗2,∆m(rˆ)Σ2,∆m, (1.73)
ou` les tenseurs Σ2,∆m sont donne´s par
Σ2,0 = −
√
3
2 (f1zf2z − f1.f2/3) , (1.74)
Σ2,±1 = ±12 (f1zf2± + f1±f2z) , (1.75)
Σ2,±2 = −12f1±f2±. (1.76)
Le tenseur Σ2,0 contient les processus d’e´change de spin qui conservent la projection
du spin total atomique, soit ∆m = 0. Les tenseurs Σ2,±1 et Σ2,±2 contiennent les
processus de relaxation de spin. La projection du spin total d’un atome peut eˆtre mo-
difie´e de ∆m = 1, pour un maximum de ∆m = 2 pour la paire d’atomes en collision.
L’interaction dipolaire posse`de donc la meˆme syme´trie orbitale que les harmoniques
sphe´riques Y2∆m. Par conse´quent, l’interaction dipoˆle-dipoˆle peut induire des transi-
tions en onde d (l = 2) : deux atomes incidents dans l’e´tat s peuvent eˆtre diffuse´s
dans l’e´tat d. En effet, l’inte´grale angulaire∫
dΩY ∗L,ML(rˆ)Y2,∆m(rˆ)Yl,ml(rˆ), (1.77)
est diffe´rente de ze´ro seulement pour ML = ml + m et L = l ou L = l ± 2. Par
conse´quent, l’onde partielle de moment angulaire orbital (l,ml) est couple´ aux e´tats
(l,ml + ∆m) et (l ± 2,ml + ∆m). Notons que, dans le cas de spins polarise´s, la
projection du moment angulaire orbital total sur l’axe de quantification est conserve´e.
Par conse´quent, l’interaction dipoˆle-dipoˆle couple l’e´tat (l,ml) aux e´tats (l ± 2,ml).
Ces processus font intervenir uniquement le tenseur Σ2,0 (1.73). L’interaction dipoˆle-
dipoˆle est invariante sous toute rotation simultane´e dans l’espace des coordonne´es
spatiales et dans l’espace des spins. Autrement dit, l’interaction dipoˆle-dipoˆle conserve
le moment cine´tique total, mais ne conserve pas se´pare´ment le moment cine´tique de
spin et le moment cine´tique orbital des ondes partielles.
Finalement, il peut se re´ve´ler commode pour les calculs d’e´crire les noyaux dipo-
laires Qνν′ en fonction des harmoniques sphe´riques Y2,∆m.
Q =
√
6pi
5
1
r3

√
2
3Y2,0 − Y2,2 − Y2,−2 iY2,2 − iY2,−2 Y2,1 − Y −12
iY2,2 − iY2,−2
√
2
3Y2,0 + Y2,2 + Y2,−2 −iY2,1 − iY2,−1
Y2,1 − Y2,−1 −iY2,1 − iY2,−1 −2
√
2
3Y2,0
 .
(1.78)
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1.3.2 Hamiltonien dipolaire d’un syste`me de spin f .
Pour un syste`me de spin f , l’Hamiltonien dipoˆle-dipoˆle dans le cadre de la seconde
quantification est obtenue comme suit
Hˆdd = cdd2
∫
dr
∫
dr′
f∑
m1m2m′1m
′
2=−f
〈
f,m1; f,m2|Vˆdd|f,m′1; f,m′2
〉
×
ψˆ†m1(r)ψˆ
†
m2(r)ψˆm′2(r
′)ψˆm′1(r
′). (1.79)
En utilisant l’expression de l’interaction dipolaire (1.66) et la de´finition de l’ope´rateur
densite´ de spin Fˆ donne´e par (1.12), l’Hamiltonien dipolaire (1.79) peut eˆtre mis sous
la forme suivante
Hˆdd = cdd2
∫
dr
∫
dr′
∑
νν′
Fˆ (r)Qνν′(r − r′)Fˆ (r′). (1.80)
1.4 The´orie de champ moyen
La description en champ moyen des condensats de Bose-Einstein spinoriels a e´te´
de´veloppe´e initialement par Ho [17] et Ohmi et al [18]. Leur approche est une ge´ne´-
ralisation de la description de E. P. Gross [11] et L. P. Pitaevskii [12] des condensats
de Bosons identiques sans spin et a` tempe´rature nulle. Dans cette section, nous pro-
posons une introduction sommaire de la description en champ moyen des condensats
spinoriels. Pour une approche plus comple`te, le lecteur peut consulter la re´fe´rence [56].
1.4.1 Passage a` une description en champ moyen
Pour obtenir une description en champ moyen d’un condensat a` N bosons, la
proce´dure consiste a` de´velopper l’ope´rateur ψˆm(r) dans la base orthonorme´e des
fonctions {ϕmi(r)} comme suit
ψˆm(r) =
∑
i
aˆmiϕmi(r), (1.81)
ou` l’on a introduit l’ope´rateur annihilation aˆmi et cre´ation aˆ
†
mi qui agissent sur un bo-
son de nombre quantique m et de fonction spatiale ϕmi. Ces ope´rateurs sont suppose´s
ve´rifier les relations de commutations suivantes[
aˆmi,aˆ
†
m′j
]
= δmm′δij, (1.82)[
aˆmi,aˆm′j
]
= 0, (1.83)[
aˆ†mi,aˆ
†
m′j
]
= 0. (1.84)
Les conditions d’orthonormalite´ et de comple´tude qui ve´rifie´es par les fonctions ϕ(r)
sont donne´es par ∫
drϕ∗mi(r)ϕmj(r) = δij (1.85)
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et ∑
i
ϕ∗mi(r)ϕmi(r′) = δ(r − r′). (1.86)
A` l’aide de ces dernie`res relations, on peut ve´rifier que les ope´rateurs champ ψˆm
ve´rifient les relations de commutations (1.2) et (1.3). Ce qui nous inte´resse ici, c’est
de de´crire un syste`me de N particules qui partagent le meˆme e´tat ϕm0. S’agissant de
bosons, on peut construire cette e´tat a` partir du vide |vac〉 comme suit
|ζ〉 = 1
N !
(∑
m
ζmaˆ
†
m0
)N
|vac〉 , (1.87)
ou` les ζm ve´rifient la condition de normalisation∑
m
|ζm|2 = 1. (1.88)
Premie`rement, on peut ve´rifier que la moyenne de l’ope´rateur ψˆm est nulle comme
cela doit eˆtre pour que le nombre de particules soit conserve´
〈ζ| ψˆm(r) |ζ〉 = 〈ζ| ψˆ†m(r) |ζ〉 = 0. (1.89)
En utilisant (1.87), on peut e´galement de´montrer les relations suivantes
〈ζ| ψˆ†m(r)ψˆm′(r′) |ζ〉 = ψ∗m(r)ψm′(r′), (1.90)
〈ζ| ψˆ†m1(r)ψˆ†m2(r′)ψˆm2(r′′)ψˆm3(r′′) |ζ〉 =
(
1− 1
N
)
ψ∗m1(r)ψ
∗
m2(r
′)ψm2(r′′)ψm3(r′′),
(1.91)
ou`
ψm(r) =
√
Nζmϕm0(r). (1.92)
D’apre`s (1.91), il apparait que pour un nombre de particules suffisamment grand
N  1, on peut ne´gliger le terme en 1/N . Par conse´quent, lorsqu’on fait le choix
d’ansatz du type (1.87) les diffe´rentes quantite´s physiques peuvent eˆtre obtenues en
remplac¸ant simplement l’ope´rateur ψˆm par le nombre complexe ψm donne´ par (1.92)
[17,18]. Notons qu’avec cette proce´dure, la relation (1.89) assurant la conservation du
nombre de particule n’est plus respecte´e [49]. En pratique, pour N  1, l’ajout ou
la soustraction d’une particule ne modifie pas les proprie´te´s physiques du syste`me :
l’e´tat |ζ〉 a` N particules et les e´tats ∝ a†m |ζ〉 et ∝ am |ζ〉, respectivement, a` N + 1
et N − 1 particules sont physiquement e´quivalent a` 1/N pre`s. Dans ces conditions, le
remplacement de ψˆm par ψm est une tre`s bonne approximation. Pour une discussion
plus de´taille´e sur la valide´ de la l’approximation en champ moyen, le lecteur peut
consulter les re´fe´rences [44,49].
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1.4.2 Energie totale d’un condensat de Bose-Einstein spino-
riel
En substituant dans l’expression de l’Hamiltonien (1.4), l’ope´rateur ψˆm par le
nombre complexe ψm (e´q. 1.92), on obtient l’e´nergie totale du syste`me
E [ψ] =
∫
dr
∑
m
ψ∗m
[
−~
2∇2
2M + U
]
ψm + Ez [ψ] + Ec [ψ] + Edd [ψ] . (1.93)
Les trois derniers termes sont, dans l’ordre, l’e´nergie Zeeman et les e´nergies d’inter-
action de contact et d’interaction dipolaire.
E´ne´rgie Zeeman
L’e´nergie Zeeman est obtenue a` partir de (1.5)
Ez = p
∫
dr
∑
m
m|ψm(r)|2 + q
∫
dr
∑
m
m2|ψm(r)|2, (1.94)
ou` p et q sont de´fini, respectivement, par (1.6) et (1.9).
E´ne´rgie d’interaction de contact
L’e´nergie d’interaction de contact pour un spin f est obtenue a` partir de (1.42)
Ec =
1
2
∫
dr
∑
m1m2m′1m
′
2
Cm1m2m′1m′2ψ
∗
m1(r)ψ
∗
m2(r)ψm′2(r)ψm′1(r). (1.95)
Le tenseur d’interaction de contact Cm1m2m′1m′2
est donne´ par l’expression (1.43).
Pour f = 1, on obtient a` partir de l’e´quation (1.47)
Ec =
1
2
∫
dr
[
c0n
2(r) + c1F (r) · F (r)
]
. (1.96)
La densite´ totale n et le vecteur densite´ de spin F s’obtiennent avec la meˆme proce´-
dure de remplacement a` partir de (1.11) et (1.12), respectivement, comme suit
n(r) =
∑
m
ψ∗m(r)ψm(r), (1.97)
et
Fν(r) =
∑
mm′
(fν)mm′ ψ
∗
m′(r)ψm(r). (1.98)
Pour f = 2, on obtient a` partir de l’e´quation (1.53)
Ec =
1
2
∫
dr
[
c0n
2(r) + c1F (r) · F (r) + c2A∗00(r)A00(r)
]
, (1.99)
avec
AFM(r) =
∑
mm′
〈FM|f,m; fm′〉ψm(r)ψm′(r). (1.100)
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Cette dernie`re expression est obtenue a` partir de (1.17).
Pour f = 3, on obtient a` partir de l’e´quation (1.60)
Ec =
1
2
∫
dr
[
c0n
2(r) + c1F (r) · F (r) + c2A∗00(r)A00(r)
+ c3
2∑
M=−2
A∗2M(r)A2M(r)
]
. (1.101)
E´nergie dipolaire
Finalement, l’e´nergie dipolaire est obtenue a` partir de (1.80)
Edd =
cdd
2
∫
dr
∫
dr′
∑
νν′
Fν(r)Qνν′(r − r′)Fν′(r′). (1.102)
ou` cdd est la constante dipolaire donne´e par (1.67). Les noyaux dipolaires Qνν′ sont
de´finis par l’e´quation (1.68).
1.4.3 E´quation de Gross-Pitaevskii spinorielle
L’e´volution dynamique du syste`me est de´crite par l’e´quation de Gross-Pitaevskii
ge´ne´ralise´e au condensats spinoriels
i~
∂ψm
∂t
= δE
δψ∗m
, (1.103)
ou` δ repre´sente la de´rive´e fonctionnelle. En portant l’expression de l’e´nergie totale
(1.93) dans (1.103), on obtient
i~
∂ψm
∂t
=
[
−~
2∇2
2M + U + pm+ qm
2
]
ψm
+
∑
m2m′1m
′
2
Cmm2m′1m′2
ψ∗m2ψm′2ψm′1 + cdd
∑
m′
b · fmm′ψm′ , (1.104)
ou` f est le vecteur matrices de spin (e´q. 1.13 a` e´q. 1.15). Dans (1.104), il apparaˆıt
dans le dernier terme que l’interaction dipoˆle-dipoˆle agit a` travers un champ effectif
dipolaire b donne´ par
bν(r) =
∫
dr′
∑
ν′
Qν,ν′(r − r′)Fν′(r′), (1.105)
ou` ν,ν ′ = x,y,z. Ce champ effectif peut eˆtre interpre´te´ comme un champ magne´tique
inhomoge`ne cddb/gµB.
En conside´rant un e´tat stationnaire
ψm(r,t) = ψ0m(r) e−iµt/~ , (1.106)
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ou` µ est le potentiel chimique, on obtient l’e´quation de Gross-Pitaevskii stationnaire
µψ0m =
[
−~
2∇2
2M + U + pm+ qm
2
]
ψ0m
+
∑
m2m′1m
′
2
Cmm2m′1m′2ψ
0∗
m2ψ
0
m′2
ψ0m′1 + cdd
∑
m′
b.fmm′ψ0m′ . (1.107)
1.4.4 E´quations hydrodynamiques de la densite´ et du spin
A` partir de l’e´quation de Gross-Pitaevskii (1.104) il est possible d’obtenir direc-
tement les e´quations hydrodynamiques de la densite´ n et de la densite´ de spin F .
Premie`rement, on e´crit les fonctions d’onde ψm sous la forme suivante
ψm(r) =
√
n(r)ζm(r), (1.108)
Les fonctions ζm sont les composantes du vecteur ζ = (ζf ,...,ζ−f )T qui contient le
caracte`re spinoriels du condensat. Le vecteur ζ est normalise´ comme suit∑
m
|ζm(r)|2 = 1. (1.109)
En prenant la de´rive´ de la densite´ totale n (e´q. 1.97), on obtient
i~
∂
∂t
n(r) = 1
i~
∑
m
[
ψ∗m
(
i~
∂
∂t
ψm
)
−
(
−i~ ∂
∂t
ψ∗m
)
ψm
]
. (1.110)
En utilisant l’e´quation de de Gross-Pitaevskii (1.104) et l’expression (1.108), on ob-
tient l’e´quation de continuite´ pour la densite´
i~
∂
∂t
n(r) +∇ · [n(r)v(r)] = 0, (1.111)
ou` nv est le flux de masse et v la vitesse de masse de´finie comme suit
v(r) = ~2Mi
∑
m
[ζ∗m (∇ζm)− (∇ζ∗m) ζm] . (1.112)
L’e´volution de la densite´ de spin F peut eˆtre obtenue de la meˆme manie`re. En de´rivant
les composantes Fν (e´q. 1.98), on obtient
i~
∂
∂t
Fν(r) =
1
i~
∑
mm′
(fν)mm′
[
ψ∗m
(
i~
∂
∂t
ψm
)
−
(
−i~ ∂
∂t
ψ∗m
)
ψm
]
. (1.113)
En utilisant l’e´quation de de Gross-Pitaevskii (1.104) et l’expression (1.108) on obtient
apre`s quelques e´tapes de calculs
i~
∂
∂t
Fν(r) +∇ · [n(r)vν(r)] = p~ [eˆz × F (r)]ν +
cdd
~
[b(r)× F (r)]ν
+ 2q
~
n (eˆz ×N z)ν , (1.114)
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ou` nvν est le flux de spin et vν la vitesse de spin de´finie comme suit
vν(r) =
~
2Mi
∑
mm′
(fν)mm′ [ζ
∗
m (∇ζm′)− (∇ζ∗m) ζm′ ] . (1.115)
Dans l’e´quation (1.114), N est le tenseur ne´matique qui de´crit l’anisotropie des fluc-
tuations de spin
Nνµ(r) =
∑
mm′
(
fνfµ + fµfν
2
)
mm′
ζ∗m(r)ζm′(r). (1.116)
Faisons remarquer que dans cette sous-section nous avons introduit uniquement les
e´quations utiles a` notre travail. Une description plus comple`te a` l’aide des e´quations
hydrodynamiques peut eˆtre trouve´e dans la re´fe´rence [57] dans le cas d’un syste`me de
spin f = 1. Aux e´quations de n et F , s’ajoutent les e´quations de la vitesse de masse et
du tenseur ne´matique. Avec la relation de Mermin-Ho ge´ne´ralise´e [17,57] qui de´crit la
rotation du courant de masse, cet ensemble d’e´quations est comple`tement e´quivalent
a` l’e´quation de Gross-Pitaevskii.
1.4.5 De´finition de quelques quantite´s physiques utiles
Population des e´tats de spin
Le nombre d’atomes total N dans le condensat est obtenu a` partir de la densite´
totale n (e´q. 1.97)
N =
∫
drn(r). (1.117)
De la meˆme manie`re, le nombre d’atomes dans l’e´tat de spin m peut eˆtre calcule´ a`
partir de la densite´ nm = |ψm|2 comme suit
Nm =
∫
drnm(r). (1.118)
Dans la suite de ce travail, nous appellerons dynamiques des populations de spin,
l’e´volution dans le temps des Nm.
Magne´tisation et moment cine´tique
A` partir de l’expression du vecteur densite´ de spin F (e´q. 1.98), on peut calculer
la magne´tisation du condensat par atome, de´finie suivant l’axe de quantification z,
comme suit
Mz = gµB 〈Fz〉 , (1.119)
ou` 〈Fz〉 est le moment cine´tique de spin par atome
〈Fz〉 = 1
N
∫
drFz(r). (1.120)
Notons que pour un syste`me de spin f , la magne´tisation prend ses valeurs dans
l’intervalle
− f ≤Mz ≤ f. (1.121)
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Finalement, on de´finit le moment cine´tique orbital par atome comme suit
〈Lz〉 = 1
N
∫
dr
∑
m
ψ∗m(r)
(
−i ∂
∂φ
)
ψm(r), (1.122)
ou` φ est l’angle azimutal autour de l’axe z.
Textures de spin et longueur de spin
A` partir du vecteur densite´ de spin F (e´q. 1.98), on de´fini le vecteur spin f comme
suit
fν(r) = Fν(r)/n(r). (1.123)
Ce vecteur donne acce`s aux variations spatiales de l’orientation et de la longueur des
spins. Dans la suite de ce travail, on appellera ces variations spatiales textures de spin.
En particulier, on de´finit la longueur de spin locale comme le module de f
|f(r)| =
√
f 2x(r) + f 2y (r) + f 2z (r). (1.124)
Pour un condensat de spin f , la longueur de spin locale prend ses valeurs dans l’in-
tervalle
0 ≤ |f(r)| ≤ f. (1.125)
Finalement, on de´fini la longueur de spin moyenne
Π = 1
N
∫
drn(r)|f(r)|. (1.126)
Cette quantite´ donne une information quantitative sur la longueur de spin du conden-
sat.
1.5 Proprie´te´s stationnaires des condensats de Bose-
Einstein spinoriels
Dans cette section nous allons discuter les proprie´te´s de l’e´tat fondamental des
condensats de Bose-Einstein spinoriels. L’e´tat fondamental est fixe´ par la contribu-
tion des diffe´rents termes de l’e´nergie totale du syste`me (e´q. 1.93). A` cause de leurs
degre´s de liberte´ de spin, les condensats de Bose-Einstein spinoriels pre´sentent un di-
gramme de phase tre`s riche. Notamment, les interactions de contact et dipoˆle-dipoˆle
de´pendantes du spin jouent un roˆle important dans la de´termination de l’e´tat fonda-
mental du syste`me. Plus ge´ne´ralement, l’e´tat fondamental de´pend aussi du potentiel
de pie´geage et des termes Zeeman p et q et doit donc eˆtre obtenu en minimisant nume´-
riquement l’e´nergie totale du syste`me. En adoptant l’approximation de Thomas-Fermi
qui consiste a` ne´gliger l’e´nergie cine´tique, ou en conside´rant un syste`me de densite´
uniforme, il est parfois possible d’analyser analytiquement l’effet des interactions sur
l’e´tat fondamental.
Dans la sous-section 1.5.1, nous allons discuter le diagramme de phase d’un
condensat uniforme de spin f = 1 et f = 3 en fonction du champ magne´tique
applique´ et en ne´gligeant l’interaction dipolaire. Pour le spin f = 2, le lecteur peut
consulter les re´fe´rences [24–26, 58]. Dans la sous-section 1.5.2, nous allons discuter
l’e´tat fondamental d’un condensat de 52Cr non uniforme.
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1.5.1 Condensat de densite´ uniforme
Pour discuter l’effets des interactions de contact et du champ magne´tique sur
l’e´tat fondamental des condensat de Bose-Einstein de spin f = 1 et f = 3, nous allons
conside´rer un syste`me uniforme de densite´ n. Pour le syste`me uniforme l’expression
(1.108) devient
ψm =
√
nζm, (1.127)
En remplac¸ant cette dernie`re expression dans l’e´nergie totale (1.93) et en ne´gligent
l’interaction dipole-dipole et l’effet Zeeman quadratique, l’e´nergie totale par atome
est donne´e par
E/N =
∑
m
pm|ζm|2 + Ec/N, (1.128)
ou` Ec/N est l’e´nergie d’interaction de contact par atome et de´pend du spin f du
syste`me (e´q. 1.96 et e´q. 1.101). Les diffe´rentes phases sont donne´es par les vecteurs
ζ qui minimisent l’e´nergie totale par atomes E/N .
Condensat de spin f = 1
En utilisant (1.96), l’e´nergie totale par atome (1.128) pour un syste`me de densite´
uniforme de spin f = 1 s’e´crit
E/N =
∑
m
pm|ζm|2 + c02 n+
c1
2 n|f |
2. (1.129)
Les diffe´rentes phases peuvent eˆtre caracte´rise´es par la longueur de spin locale |f | qui
prend ses valeurs dans l’intervalle suivant
0 ≤ |f | ≤ 1. (1.130)
On distingue deux cas de figure. Une longueur de spin maximale |f | = 1 caracte´rise
la phase ferromagne´tique. Le vecteur ζ de la phase ferromagne´tique est donne´ par
ζF = (0,0,1)T. Une longueur de spin nulle |f | = 0 caracte´rise la phase polaire ou
antiferromagne´tique. Le vecteur ζ de la phase polaire s’e´crit ζP = (0,1,0)T et celui de
la phase antiferromagne´tique est obtenue par rotation de ce dernier d’un angle pi/2
autour de l’axe x et s’e´crit ζA = (1,0,1)T/
√
2. Ces deux phases sont e´quivalentes.
D’apre`s (1.129), pour p = 0 une constante d’interaction c1 positive favorise l’e´tat po-
laire. C’est le cas du 23Na (tab. 1.2). Une constante d’interaction c1 ne´gative favorise
l’e´tat ferromagne´tique. C’est le cas du 87Rb (tab. 1.2). L’application d’un champ ma-
gne´tique p/gµBeˆz aura pour effet d’aligner les spins dans la direction eˆz et favoriser
la phase ferromagne´tique (meˆme pour c1 > 0). Plus pre´cise´ment, l’e´nergie (1.129) est
minimise´e par ζF = (0,0,1)T si le champ magne´tique p applique´ dans la direction eˆz
est supe´rieur au champ critique pc donne´ par
pc = c1n. (1.131)
Les effets des interactions de contact sur l’e´tat fondamental des condensats spinoriels
ont fait l’objet de plusieurs e´tudes. L’e´tat fondamental de condensats de spin f = 1
est obtenue par Ho [17] et Ohmi et al. [18] pour p = q = 0. Le digramme de phase
en fonctions des termes Zeeman p et q et discute´ par Stenger et al. [21] et Murata et
al. [23].
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Condensat de spin f = 3
En utilisant (1.101), l’e´nergie totale par atome (1.128) pour un syste`me de densite´
uniforme de spin f = 3 s’e´crit
E/N =
∑
m
pm|ζm|2 + c0n2 +
c1n
2 |f |
2 + c2n2 |Θ|
2 + c3n2 Υ, (1.132)
ou` Θ = A00/n et Υ =
∑2
M=−2 |A2M/n|. A00 et A2M sont donne´s par l’e´quation
(1.100). L’e´tat fondamental est fixe´ par le champ magne´tique p, la longueur de spin
locale |f |, et les termes Θ et Υ. Pour ces trois quantite´s nous avons,
0 ≤ |f | ≤ 3, 0 ≤ |Θ| ≤ 1/
√
7, 0 ≤ Υ ≤ 25/84. (1.133)
Le digramme de phase de condensat de spin f = 3 est tre`s riche et complexe [27,39,59].
Ici, nous allons nous inte´resser uniquement au cas d’un condensat de 52Cr en posant
cdd = 0. L’e´nergie par particule (1.132) est minimise´e nume´riquement. Les valeurs
nume´riques des constates d’interactions c1,c2 et c3 que nous utilisons sont donne´es
dans le tableau (1.2). En particulier, nous avons c1 > 0 et c2,3 < 0 avec c2 ' −c1
et c3 ' −9c1. Le diagramme de phase que nous obtenons est pre´sente´ sur la figure
1.3. Pour p > pc, ou` pc est donne´ par l’e´quation (1.137), c’est l’e´tat ferromagne´tique
ζF = (0,0,0,0,0,0,1)T qui minimise l’e´nergie avec |f | = 3, |Θ| = 0 et Υ = 0. L’e´nergie
par atome de le phase ferromagne´tique est donne´e par
E/N = −3p+ 12(c0 + 9c1)n = −3p+
1
2g6n. (1.134)
Pour 0.53 . p/pc < 1, l’e´tat fondamental est cyclique ζC = (0,a,0,0,0,0,b)T ou` a
et b sont des nombres re´els. La phase cyclique est caracte´rise´e par 1.7 . |f | < 3,
|Θ| = 0 et 0 < Υ . 0.23. Pour calculer le champ critique pc qui fixe la transition
entre la phase ferromagne´tique a` la phase cyclique nous substituant dans l’expression
de l’e´nergie (1.132) le vecteur ζ = (0,γ,0,0,0,0,
√
1− γ2)T ou` 0 ≤ γ ≤ 1. A` l’ordre 2
en γ, nous obtenons,
E/N ' −3p+ 12(c0 + 9c1)n+ 5
[(
5
42c3 − 3c1
)
n+ p
]
γ2. (1.135)
D’apre`s cette dernie`re expression, si(
5
42c3 − 3c1
)
n+ p > 0, (1.136)
l’e´nergie par particule est minimise´e en posant γ = 0. Par conse´quent, l’e´tat fonda-
mental est ferromagne´tique. La condition (1.136) est re´alise´e pour p > pc avec
pc =
(
3c1 − 542c3
)
n =
[
13
66(g6 − g4) +
5
42(g4 − g2)
]
n. (1.137)
Ainsi, la transition vers la phase cyclique (γ 6= 0) est obtenue pour p < pc.
Pour un champ magne´tique tre`s faible p/pc . 0.53, a` cause de la pre´sence de
plusieurs minimums locaux, la minimisation de E/N est de´licate. Les re´sultats qui
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p/pc
1.
0.53
0.27
0.
Ferromagne´tique (F )
ζF = (0,0,0,0,0,0,1)T
|f | = 3, |Θ| = 0 et Υ = 0
Cyclique (C)
ζC = (0,a,0,0,0,0,b)T
1.7 . |f | < 3, |Θ| = 0 et 0 < Υ . 0.23
Z : ψZm Ó= 0
0.86 . |f | . 1.7, 0 < |Θ| . 0.24 et 0.23 . Υ . 0.26
G : ζG = (0,a,0,b,0,0,c)T
0 < |f | . 0.86, 0.24 . |Θ| < 1/√7 et 0.26 . Υ < 25/84
Anti-ferromagne´tique (A)
ζA = (1,0,0,0,0,0,1)T/2
|f | = 0, |Θ| = 1/√7 et Υ = 25/84
Figure 1.3 – Digramme de phase d’un condensat uniforme de 52Cr en fonction de p/pc.
Le champ mage´ntique critique pc est de´finie par (1.137).
.
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vont suivre sont a` conside´rer a` titre qualitatif. Pre´cisons, ne´anmoins que nos calculs
sont qualitativement en bon accord avec [27, 39]. Pour 0.27 . p/pc . 0.53, l’e´nergie
est minimise´e par la phase Z caracte´rise´e par le vecteur ζZ tel que ζZm 6= 0. Pour
cette phase nous avons, 0.86 . |f | . 1.7, 0 < |Θ| . 0.24 et 0.23 . Υ . 0.26. Pour
un champ magne´tique plus faible 0 . p/pc . 0.27, l’e´nergie par particule (1.132)
est minimise´e par la phase G de vecteur ζG = (0,a,0,b,0,0,c)T ou` a,b et c sont des
nombres re´els. Cette phase est caracte´rise´e par 0 < |f | . 0.86, 0.24 . |Θ| < 1/√7
et 0.26 . Υ < 25/84. Finalement, pour p/pc ' 0, l’e´nergie (1.132) est minimise´e par
l’e´tat antiferromagne´tique ζA = (1,0,0,0,0,0,1)T qui annule la longueur de spin locale
|f | = 0 et maximise les termes |Θ| = 1/√7 et Υ = 25/84. Notons qu’au voisinage de
p/pc ∼ 0, il n’est pas encore suˆr que nous avons trouve´ toutes les phases.
1.5.2 Condensat de densite´ non uniforme
Dans cette sous-section, on conside`re un condensat de 52Cr dans un pie`ge harmo-
nique U . Pour simplifier le potentiel de pie´geage est suppose´ a` syme´trie sphe´rique
U(r) = 12Mω
2r2. (1.138)
ou` ω/2pi est la pre´sence du potentiel de pie´geage. On suppose aussi qu’un champ
magne´tique p est applique´ dans la direction eˆz. Les calculs que nous allons pre´senter
sont re´alise´s pour un condensat de N = 40× 103 atomes pie´ge´s dans un potentiel de
fre´quence ω/2pi = 260 Hz. Pre´cisons que l’e´tat fondamental est obtenu par e´volution
en temps imaginaire de l’e´quation de Gross-Pitaevskii. Les de´tails de la mode´lisation
nume´riques peuvent eˆtre trouve´s dans l’annexe A.
Condensat de 52Cr non dipolaire
Dans un premier temps, on ne´glige l’interaction dipoˆle-dipoˆle (cdd = 0). Pour le
condensat uniforme, nous avons vu que pour p/pc > 1, ou` pc est donne´ par (1.137),
l’e´tat fondamental est ferromagne´tique. Nous allons voir dans ce qui suit que cette
condition reste valable dans le cas d’un syste`me non uniforme.
Pour un condensat ferromagne´tique, il est possible d’obtenir la densite´ de l’e´tat
fondamental analytiquement en ne´gligeant le terme cine´tique dans l’e´quation de
Gross-Pitaevskii stationnaire (e´q. 1.107). Cette approximation est appele´e limite de
Thomas-Fermi. Notons que le condensat de 52Cr dans l’e´tat fondamental ferroma-
gne´tique, peut eˆtre assimile´ a` un condensat scalaire de constante d’interaction g6 =
4pi~2a6/M , ou` a6 est la longueur de collision dans le canal F = 6. Dans ce cas, la
densite´ Thomas-Fermi est donne´e par
nTF(r) =
1
g6
[µTF − U(r)] , (1.139)
pour uTF > U et ze´ro ailleurs. Cette solution est obtenue par Baym et Pethick [8].
Dans (1.139), le potentiel chimique uTF est donne´ par
uTF =
~ω
2
(
15Na6
l0
)2/5
. (1.140)
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ou` l0 =
√
~/Mω est la longueur caracte´ristique de l’oscillateur harmonique. Fina-
lement, dans l’approximation de Thomas-Fermi, le rayon du condensat est donne´
par
RTF =
√
2µTF
Mω2
= l0
(
15Na6
l0
)
. (1.141)
En utilisant ces dernie`res relations, on peut facilement approximer la densite´ et le
rayon du condensat. Pour le syste`me conside´re´ ici (N = 40× 103 et ω/2pi = 260 Hz),
le rayon de Thomas-Fermi vaut RTF ' 4.49 µm et la densite´ au centre vaut nTF(0) '
2.64×1020 m−3. Nous avons utilise´ a6 = 102.5 aB (tab. 1.2). Finalement, pour transpo-
ser les re´sultats obtenus dans le cas du condensat uniforme, on peut utiliser la valeur
de nTF(0) pour calculer le champ critique pc au centre du condensat. On obtient
pc/gµB ' 0.19 mG. (1.142)
Ce re´sultat peut eˆtre confirme´ en calculant l’e´tat fondamental nume´riquement en
fonction de p. L’e´tat fondamental obtenu pour p/gµB = 0.24 mG est porte´ sur la figure
1.4. La longueur de spin locale est de |f | = 3 sur tout le volume du condensat. La
magne´tisation vaut Mz/gµB = −3. Autrement dit, le condensat est ferromagne´tique
et les spins sont polarise´s dans la directions −eˆz (fig. 1.4a). Le rayon du condensat
R ' 4.5 µm et la densite´ au centre n0 ' 2.65 × 1020 m−3 sont en bon accord avec
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-4 -2 0 2 4
-4
-2
0
2
4
(a)
(b)
Figure 1.4 – E´tat fondamental pour cdd = 0 et p/gµB ' 0.24 mG. (a) : Projection du
vecteur spin f dans le plan xz. La couleur rouge des fle`ches indique que |f | = 3. (a) : Coupe
de densite´ totale (n = n−3) dans le plan xz. Le condensat est sphe´rique de rayon R ' 4.5 µm.
Calculs re´alise´s pour un condensat de 52Cr avec N = 40× 103 et ω/2pi = 260 Hz.
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l’approximation Thomas-Fermi. L’e´tat fondamental obtenu pour p/gµB = 0.12 mG
est porte´ sur les figures 1.6 et 1.7. Les densite´s des e´tats de spin m = −3 et m = 2 sont
non nulles (fig. 1.6a et fig. 1.6b). En particulier, la densite´ de l’e´tat m = 2 est non
nulle uniquement au centre condensat R . 2 µm. Pour cette re´gion, on peut constater
sur la figure 1.7 que longueur de spin |f | . 2. Autrement dit, dans la re´gion centrale, le
condensat pre´sente une phase cyclique. Finalement, sur la figure 1.5 nous avons porte´
le nombre d’atomes Nm=2 dans l’e´tat fondamental en fonction du champ magne´tique
applique´ p. D’apre`s nos calculs, l’e´tat fondamental ferromagne´tique qui correspond a`
Nm=2/N ' 0 et Nm=3/N ' 1 est obtenue pour
p/gµB & 0.18 mG. (1.143)
Ce re´sultat est en bon accord avec le champ critique pc obtenu en (1.142). Notons
que la coexistence de deux phases diffe´rentes indique l’existence d’effets de surface
qu’il pourrait eˆtre inte´ressant d’e´tudier.
0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 0.20 0.22 0.24
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20
Figure 1.5 – Fraction N2/N dans l’e´tat fondamental en fonction du champ magne´tique
p applique´. Pour p/gµB & 0.18 mG, on a N2/N ' 0. Dans ce cas N−3/N ' 1. Calculs
re´alise´s pour un condensat de 52Cr avec N = 40× 103 et ω/2pi = 260 Hz.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
(a) (b)
Figure 1.6 – E´tat fondamental pour cdd = 0 et p/gµB = 0.12 mG. Les figures (a) et (b)
representent, dans l’ordre, des coupes des densite´ n2 et n−3 dans le plan xz. Calculs re´alise´s
pour un condensat de 52Cr avec N = 40× 103 et ω/2pi = 260 Hz.
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Figure 1.7 – E´tat fondamental pour cdd = 0 et p/gµB = 0.12 mG. Les figures (a) et (b)
repre´sentent, dans l’ordre, les projections du vecteur f , dans les plan xy et xz. Le code
couleur indique |f |. La longueur des fle`che indique la longueur des spins dans les plans xy
et xz. Calculs re´alise´s pour un condensat de 52Cr avec N = 40× 103 et ω/2pi = 260 Hz.
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Condensat de 52Cr dipolaire
Les effets dipolaires sur l’e´tat fondamental ferromagne´tique sont faibles. Ces effets
sont atte´nue´s a` la fois par un champ magne´tique dominant (p  cdd|b|) et par
une interaction de contact dominante. L’intensite´ de l’interaction dipoˆle-dipoˆle par
rapport a` l’interaction de contact est donne´e par
dd = 12picdd/g6 ' 0.15. (1.144)
Dans ces conditions, l’interaction dipoˆle-dipoˆle peut-eˆtre conside´re´e comme une faible
perturbation. En supposant que les spins sont parfaitement polarise´s suivant l’axe z,
il est possible d’obtenir analytiquement l’expression de la densite´ du condensat dans
le cadre de l’approximation Thomas-Fermi. Eberlein et al. [60] ont montre´ que la
densite´ du condensat est donne´e par
nTF(r) = n(0)
(
1− x
2 + y2
R2x,y
− z
2
R2z
)
. (1.145)
La densite´ au centre est donne´e par
n(0) = 158pi
N
R2⊥Rz
, (1.146)
ou` Ry = Ry sont les rayons Thomas-Fermi suivant les axes x et y. Rz est le rayon
Thomas-Fermi suivant l’axe de polarisation z. En ge´ne´ral, Rx,y et Rz doivent eˆtre
calcule´s nume´riquement. Au premier ordre en dd le rapport en Rx,y/Rz est donne´
par
Rx,y/Rz ' 1− 3dd/5 ' 0.91. (1.147)
Ces re´sultats indiquent que le condensat pre´sente une forme allonge´e (prolate) dans la
direction de polarisation z. C’est effets dipolaires ont e´te´ observe´s expe´rimentalement
dans le cas d’un condensat de 52Cr. Stuhler et al. [29] ont observe´ de faibles de´forma-
tions me´caniques anisotropes lors de l’expansion d’un condensat 52Cr polarise´. Ces
de´formations de´pendent de l’orientation des dipoˆles (effets de magne´tostriction). Des
effets plus notables sont observe´s par Lahaye et al. [30] en controˆlant la valeur de dd.
Nume´riquement, nous avons ve´rifie´ que pour cdd 6= 0 et p/gµB & 0.18 mG (e´q. 1.143),
l’e´tat fondamental est ferromagne´tique. Pour p/gµB = 0.24 mG, la densite´ totale de
l’e´tat fondamental est porte´e sur la figures 1.8. La densite´ au centre du condensat
est de n0 ' 2.69× 1020 m−3. La densite´ est le´ge`rement allonge´e suivant l’axe z. Plus
pre´cise´ment, on a Rx,y/Rz ' 0.93 en bon accord avec (1.147). Cela est du au fait que
pour minimiser l’e´nergie du condensat, les spins (dipoˆles) ont tendance a` s’aligner en
teˆte-a`-queue (fig. 1.2d).
Sur la figure (1.9), nous avons porte´ la projection du vecteur spin f et du champ
dipolaire b dans le plan xz. La longueur de spin locale est maximale |f | = 3 sur tout
le volume du condensat. On constate sur la figure 1.9a que les spins s’e´cartent le´ge`re-
ment de la direction de polarisation −eˆz sur le bord du condensat. La magne´tisation
vaut Mz/gµB ' −3. Cela est du au fait que les spins sont soumis localement a` un
29
CHAPITRE 1. CONDENSATS DE BOSE-EINSTEIN SPINORIELS
champ dipolaire inhomoge`ne. Au centre et aux bords du condensat, nous avons res-
pectivement cddgµB|b| ∼ 0.01 mG et cddgµB|b| ∼ 0.04 mG. Par conse´quent, les spins
sont oriente´s localement suivant la direction oppose´e du champ magne´tique total
p/gµBeˆz + cddgµBb(r). (1.148)
Le champ dipolaire pre´sente des composantes bx et by non nulles sur les bords du
condensat. Ce faible effet sur la magne´tisation est spe´cifique au syste`me de taille fini
(en pre´sence de pie´geage). Dans le chapitre suivant, nous allons voir que pour un
syste`me ferromagne´tique uniforme le champ dipolaire est nul (sect. 2.2).
Finalement, notons qu’a` champ magne´tique nul (p = 0), les effets dipolaires sur
l’e´tat fondamental peuvent eˆtre plus conse´quent. Dans ce cas, les spins (dipoˆles)
peuvent avoir tendance a` s’auto-organiser pour former une riche varie´te´ de textures
de spin. Pour le voir, il commode d’e´crire l’e´nergie dipolaire (1.102) dans l’espace de
Fourier
Edd =
cdd
2
∫
dk
∑
νν′
F˜ν(k)Q˜νν′(k)F˜ν′(−k), (1.149)
= cdd2
4pi
3
∫
dk
[
3|F˜ (k) · k/k|2 − |F˜ (k)|2] , (1.150)
ou` F˜ et Q˜νν′ sont, respectivement, les transforme´es de Fourier du vecteur densite´
de spin F (e´q. 1.98) et des noyaux dipolaires Qνν (e´q. 1.68) . L’expression des Q˜νν′
est donne´ par l’e´quation (2.23). D’apre`s (1.150), l’e´nergie dipolaire est minimise´e en
minimisant le premier terme et en maximisant le dernier terme sous l’inte´grale. Dans
l’espace re´el, la premie`re condition est re´alise´e pour ∇·F = 0. Autrement dit, lorsque
les textures de spin pre´sentent une fermeture de flux (flux-closure) [47]. La seconde
condition est satisfaite en maximisant la longueur de spin |f | = |F |/n = 3. Les
textures de spin de l’e´tat fondamental pour cdd et p = 0 sont discute´s par Kawaguchi
et al. [33].
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Figure 1.8 – E´tat fondamental pour cdd 6= 0 et p/gµB ' 0.24 mG. Les figures (a) et (b)
repre´sentent, dans l’ordre, les coupe de densite´ dans les plan xy et xz. La figure (c) les
coupe de densite´ suivant les axes x,y (noir) et z (rouge). Calculs re´alise´s pour un condensat
de 52Cr avec N = 40× 103 et ω/2pi = 260 Hz.
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Figure 1.9 – E´tat fondamental pour cdd 6= 0 et p/gµB = 0.24 mG. (a) : Projections du
vecteur f , dans les plan xz. (b) : Projections du champ dipolaire b, dans les plan xz. Le
code couleur indique cdd|b|. Calculs re´alise´s pour un condensat de 52Cr avec N = 40× 103
et ω/2pi = 260 Hz.
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Chapitre 2
Excitations e´le´mentaires dans un
condensat dipolaire
ferromagne´tique
Ce chapitre est consacre´ a` l’analyse de stabilite´ de la phase ferromagne´tique d’un
condensat de bosons dipolaires. Partant de l’e´quation de Gross-Pitaevskii qui re´git
la dynamique de ce syste`me en interaction (chap. 1), notre approche consistera a`
chercher des oscillations de faible amplitude qui s’e´cartent de la configuration fer-
romagne´tique stationnaire. L’analyse des oscillations de faible amplitude que nous
conside´rons dans ce travail est similaire a` la the´orie des excitations e´le´mentaires de´-
veloppe´e par Bogoliubov en 1947 [9] en conside´rant un condensat scalaire et sans
interactions dipolaires.
Dans la premie`re section de ce chapitre (sect. 2.1), nous allons pre´senter la the´o-
rie de Bogoliubov ge´ne´ralise´e a` l’analyse du comportement collectif des condensats
spinoriels et dipolaires.
Les condensats de Bose-Einstein spinoriels pre´sentent des modes collectifs associe´s
aux 2f + 1 e´tats de spin m. Plusieurs travaux the´oriques sont consacre´s a` l’e´tude des
modes collectifs des condensats non dipolaires de spin f = 1 [17, 18, 23, 61–63] et de
spin f = 2 [48]. A` titre d’exemple, en l’absence d’interaction dipolaire, la phase fer-
romagne´tique uniforme de spin f = 1 pre´sente trois modes associe´s aux composantes
de spin m = ±1 et m = 0 [17, 18]. Un mode de densite´ semblable au mode que l’on
trouve dans les condensats scalaires [9]. Deux modes, dits de pre´cession de spin et
de de´formation de spin. Ces deux modes sont lie´s a` la nature spinorielle du syste`me.
Dans ce travail, on s’inte´resse en particulier a` l’effet des interactions dipolaires sur
les modes collectifs de la phase ferromagne´tique. A` notre connaissance, la plupart
des travaux the´oriques sur le comportement collectif des condensats dipolaires consi-
de`rent un syste`me de spin f = 1 de dimensions re´duites (2D) et ne´gligent les termes
de relaxation dipolaire [64–70].
Dans la deuxie`me sous-section (sect. 2.2), nous allons conside´rer un condensat
de Bose-Einstein ferromagne´tique uniforme ou` tous les spins sont polarise´s suivant
l’axe z avec Mz/gµB = −f (magne´tisation). Pour notre syste`me la longueur de spin
est maximale |f | = f . Le condensat est soumis a` un champ magne´tique p dans la
direction eˆz. L’analyse des modes collectifs de la phase ferromagne´tique de spin f = 1
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en fonction de p, va nous permettre de mettre en e´vidence l’existence d’instabilite´s
dynamiques lie´es au mode de pre´cession spin. Nous allons notamment voir que ces
instabilite´s ont pour origine les processus de relaxation dipolaire qui couple l’e´tat de
spin m = −1 a` m = 0 (e´q. 1.75 et e´q. 1.76). Le de´veloppement de ces instabilite´s
dynamiques induit un accroissement exponentiel de textures de spin δf⊥ dans le plan
transverse a` l’axe z, et par conse´quent une de´magne´tisation du condensat. Nous allons
aussi voir que ces instabilite´s dynamiques conservent la nature ferromagne´tique du
syste`me (|f | ' 1). Finalement, nous allons monter que ce comportement instable est
commun aux diffe´rents syste`mes de spin que nous avons analyse´s f = 1,2 et 3. On
montrera notamment que ces syste`mes de spin sont instables pour p < pdd ou` pdd est
le champ critique d’instabilite´ dynamique donne´ par
pdd =
4pi
3 fcddn. (2.1)
Afin d’e´viter des lourdeurs de lecture, certains de´tails de calculs pour le spin f = 1
et tous les de´tails de calculs dans le cas de spin f = 2 ont e´te´ porte´s a` l’annexe B.
2.1 Analyse de Bogoliubov en the´orie de champ
moyen
La the´orie de Bogoliubov a` e´te´ de´veloppe´e initialement pour comprendre le phe´no-
me`ne de la superfluidite´ dans le cadre d’un mode`le de gaz de bosons en faibles inter-
actions [9]. Dans son article sur la superfluite´, Bogoliubov aboutit a` une description
de ce syste`me en termes d’excitations e´le´mentaires (quasi-particules) inde´pendantes
(ss-sect. 2.1.1). Plus ge´ne´ralement, la the´orie de Bogoliubov permet d’e´tudier la re´-
ponse d’un condensat de bosons en interactions aux faibles perturbations externes.
La the´orie initiale de Bogoliubov requiert le formalisme de la seconde quantification.
Dans la suite de ce chapitre, nous allons travailler dans le cadre de la the´orie de
champ moyen qui ne´glige les fluctuations quantiques [42]. Dans ce cas, l’approche de
Bogoliubov consiste a` chercher des oscillations de faibles amplitudes qui s’e´cartent de
l’e´tat stationnaire du condensat de Bose-Einstein.
2.1.1 E´le´ments de the´orie de Bogoliubov
Dans cette partie, nous allons discuter, sans aller dans les de´tails des calculs, les
principaux re´sultats de la the´orie de Bogoliubov introduite dans son article origi-
nal sur la superfluidite´. Pour une pre´sentation plus comple`te, le lecteur est invite´
a` consulter les re´fe´rences [9, 49, 71]. La ge´ne´ralisation de la the´orie de Bogoliubov
aux condensats de bosons spinoriels est de´taille´e dans [42]. Bogoliubov conside`re un
syste`me de Bosons sans spin en interactions a` travers un potentiel Vˆ . En seconde
quantification, l’Hamiltonien de ce syste`me de bosons dans un pie`ge U s’e´crit
Hˆ =
∫
drψˆ†(r)
[
~2∇2
2M + U(r)
]
ψˆ(r)
+ 12
∫
dr
∫
dr′ψˆ†(r′)ψˆ†(r)V(r − r′)ψˆ(r)ψˆ(r′). (2.2)
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L’ope´rateur champ ψˆ peut eˆtre de´veloppe´ comme suit
ψˆ(r) =
∑
i
ϕi(r)aˆi, (2.3)
ou` aˆi est l’ope´rateur d’annihilation. L’ope´rateur ψˆ d’annihile un boson dans l’e´tat ϕi
qui se trouve a` la position r. La premie`re e´tape consiste a` se´parer dans l’expression de
l’ope´rateur champ ψˆ le terme i = 0 qui correspond a` l’e´tat fondamental du condensat
des autres termes qui correspondent aux e´tats excite´s
ψˆ(r) = ϕ0(r)aˆ0 +
∑
i 6=0
ϕi(r)aˆi. (2.4)
L’ide´e de base de la the´orie de Bogoliubov consiste a` remplacer ϕ0aˆ0 par le champ
classique ψ =
√
Nϕ0 ou` N est le nombre de bosons dans le condensat et de conside´rer
δψˆm =
∑
i 6=0 ϕiaˆi comme une faible de´viation par rapport a` ψ. La suite de la proce´dure
consiste a` substituer dans l’Hamiltonien en seconde quantification (2.2) l’ope´rateur
champ ψˆ par
ψˆ(r) = ψ(r) + δψˆ(r), (2.5)
et de ne garder que les termes de premier et de second ordre en aˆi et aˆ
†
i . En par-
ticulier, pour un syste`me uniforme (U = 0) de N particules, il est plus commode
de faire cette analyse dans l’espace de Fourier en introduisant les ope´rateurs aˆk et
aˆ†k d’annihilation et de cre´ation d’un boson de vecteur d’onde k. L’Hamiltonien ob-
tenu avec l’approximation (2.5) est diagonalise´ par le moyen des transformations de
Bogoliubov. Cela consiste a` e´crire les ope´rateurs aˆk et aˆ
†
k comme une combinaison
line´aire de nouveaux ope´rateurs bˆk et bˆ
†
k d’annihilation et de cre´ation d’une particule
bosonique (excitation) de vecteur d’onde k. En dernie`re analyse, l’Hamiltonien du
syste`me de bosons est approche´ par le l’Hamiltonien de Bogoliubov suivant
HˆB = E0 +
∑
k 6=0
Ekbˆ†kbˆk, (2.6)
ou` Ek est l’e´nergie des excitations
Ek =
√
εk (εk + 2gn), (2.7)
avec εk = ~2k2/2M l’e´nergie d’une particule (boson) libre. E0 est l’e´nergie de l’e´tat
fondamental qui s’e´crit
E0 = g
N2
2V +
1
2
∑
k 6=0
[
Ek − gn− εk + (gn)
2
2εk
]
, (2.8)
ou` n = N/V est la densite´ du syste`me et g la constante d’interaction de contact. Le
dernier terme en (gn)2 est une correction de l’approximation de Born dans le cas de
fortes interactions ou de corre´lations entre particules.
Excitations e´le´mentaires
L’Hamiltonien (2.6) est constitue´ de l’e´nergie de l’e´tat fondamental et d’un terme
qui est la somme des e´nergies individuelles Ek des excitations sans interactions. Au-
trement dit, les quasi-particules forment un gaz ide´al de bosons. La the´orie de Bogo-
liubov permet de de´crire le syste`me de bosons en interaction en terme d’excitations
e´le´mentaires (quasi-particules) inde´pendantes.
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Crite`re de superfluidite´
A` partir de l’e´nergie Ek des excitations e´le´mentaires on peut distinguer deux re´-
gimes. Pour εk  gn, Ek peut eˆtre approche´e par
Ek ' c~k, (2.9)
ou` c =
√
gn/m est la vitesse du son dans le condensat [49]. Dans ce re´gime de grandes
longueurs d’ondes (λ = 2pi/k  2pi~/Mc), les excitations e´le´mentaires sont des ondes
phononiques. Pour εk  gn l’e´nergie des excitations e´le´mentaires (2.7) s’approche de
l’e´nergie de la particule libre
Ek ' εk + gn. (2.10)
Dans sa the´orie de la superfluidite´, Landau postule l’existence des excitations e´le´-
mentaires en termes de phonons et de rotons pour expliquer les proprie´te´s des su-
perfluides [10]. Landau abouti a` un crite`re sur la vitesse du fluide v qui de´termine
le re´gime superfluide. Ce crite`re est donne´ par v < vc ou` vc est une vitesse critique
au-dessous de laquelle le fluide coule sans friction. Dans la the´orie de Bogolibov la
vitesse critique correspond a` la vitesse du son vc = c. Notons que, dans la the´orie
de Bogolibov, la description en termes d’excitations e´le´mentaires n’est pas postule´e,
mais ressort a` partir des e´quations de bases qui re´gissent les condensats de bosons en
interactions.
2.1.2 Syste`me d’e´quations de Bogoliubov
Dans ce chapitre nous conside´rons un condensat de Bose-Einstein dipolaire de spin
f . Ce syste`me de spin est soumis a` un champ magne´tique uniforme B = p/gµBeˆz
ou` p est l’effet Zeeman line´aire. Pour des atomes pie´ge´s dans par un potentiel U et
soumis a` un champ magne´tique externe, l’e´quation de Gross-Pitaevskii s’e´crit comme
suit
i~
∂ψm(r)
∂t
=
[
−~
2∇2
2M + U(r) + pm
]
ψm(r)
+
∑
m2m′1m
′
2
Cmm2m′1m′2
ψ∗m2(r)ψm′2(r)ψm′1(r) + cdd
∑
m′
b(r) · fmm′ψm′(r). (2.11)
Notons que le champ magne´tique est suppose´ applique´ dans la direction eˆz. Le terme
a` droite de la premie`re ligne est associe´ aux processus non interactifs. Les deux termes
de la seconde ligne font intervenir des processus d’interaction de contact et d’inter-
action dipoˆle-dipoˆle. Le tenseur Cmm2m′1m′2 de´fini par (1.43) fixe les processus d’e´changes
de spin par interaction de contact. L’interaction dipoˆle-dipoˆle agit a` travers le champ
dipolaire b (e´q. 1.105). La constante cdd de´finie par (1.67) fixe l’intensite´ de l’inter-
action dipolaire. Les composantes du vecteur matrice de spin f sont de´finies par les
e´quations (1.13) a` (1.15). Pour les calculs qui vont suivre, il est plus commode de
re´e´crire le terme dipolaire de l’e´quation (2.11) comme suit∑
m′
b(r) · fmm′ψm′ =
∑
m2m′1m
′
2
∫
dr′Dmm2m′1m′2(r − r
′)ψ∗m2(r
′)ψm′2(r
′)ψm′1(r), (2.12)
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ou` l’on a introduit le tenseur d’interaction dipoˆle-dipoˆle
Dm1m2m′1m′2
(r) = cdd
∑
νν′
Qνν′(r)(fν)m1m′1(fν′)m2m′2 . (2.13)
Ce tenseur fixe les diffe´rents processus d’interaction dipoˆle-dipoˆle d’e´change et de
relaxation de spin. Dans cette dernie`re e´quation, fν sont les trois composantes du
vecteur matrice de spin f (e´q. 1.13 a` e´q. 1.15). Les composantes du noyau dipolaire
Qνν′ sont donne´es par l’e´quation (1.68).
Le point de de´part de l’analyse des instabilite´s dans le cadre de la the´orie de
Bogoliubov consiste a` de´velopper la fonction d’onde du condensat comme suit
ψm(r ,t) =
[
ψ0m(r) + δψm(r ,t)
]
e−iµt/~ , (2.14)
ou` µ est le potentiel chimique (e´q. 1.107) et δψm est une faible perturbation
δψm/
√
n 1. (2.15)
La fonction d’onde ψ0m est une solution stationnaire de l’e´quation de de Gross-
Pitaevskii. En substituant (2.14) dans (2.11) et en gardant uniquement les termes
de premier ordre en δψm, nous obtenons
i~
∂δψm
∂t
=
[
−~
2∇2
2M + Utrap(r)− µ+ pm
]
δψm
+
∑
m2m′1m
′
2
Cmm2m′1m′2
[
δψ∗m2ψ
0
m′2
ψ0m′1 + ψ
0∗
m2δψm′2ψ
0
m′1
+ ψ0∗m2ψ
0
m′2
δψm′1
]
+
∑
m2m′1m
′
2
∫
dr′Dmm2m′1m′2(r − r
′)
[
δψ∗m2(r
′)ψ0m′2(r
′)ψ0m′1(r)
+ ψ0∗m2(r
′)δψm′2(r
′)ψ0m′1(r) + ψ
0∗
m2(r
′)ψ0m′2(r
′)δψm′1(r)
]
. (2.16)
La seconde e´tape de cette analyse est de chercher des excitations de fre´quence ω = E/~
en e´crivant δψm sous la forme
δψm(r) = um(r) e−iEt/~ +v∗m(r) eiE
∗t/~ , (2.17)
ou` les fonctions um et vm sont les parame`tres de Bogliuobov. En substituant (2.17)
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dans (2.16) nous obtenons le syste`me d’e´quation suivant
Eum(r) =
[
−~
2∇2
2M + Uopt(r)− µ+ pm+ qm
2
]
um(r)
+
∑
m2m′1m
′
2
[
Cmm2m′1m′2
+ Cmm2m′2m′1
]
ψ0∗m2(r)ψ
0
m′1
(r)um′2(r)
+
∑
m2m′1m
′
2
Cmm2m′1m′2
ψ0∗m′2(r)ψ
0
m′1
(r)vm2(r)
+
∑
m2m′1m
′
2
∫
dr′Dmm2m′1m′2(r − r
′)
[
ψ0∗m2(r
′)ψ0m′1(r)um′2(r
′)
+ ψ0∗m2(r
′)ψ0m′2(r
′)um′1(r)
]
+
∑
m2m′1m
′
2
∫
dr′Dmm2m′1m′2(r − r
′)ψ0m′2(r
′)ψ0m′1(r)vm2(r
′), (2.18)
−E∗v∗m(r) =
[
−~
2∇2
2M + Uopt(r)− µ+ pm+ qm
2
]
v∗m(r)
+
∑
m2m′1m
′
2
[
Cmm2m′1m′2
+ Cmm2m′2m′1
]
ψ0∗m2(r)ψ
0
m′1
(r)v∗m′2(r)
+
∑
m2m′1m
′
2
Cmm2m′1m′2
ψ0∗m′2(r)ψ
0
m′1
(r)u∗m2(r)
+
∑
m2m′1m
′
2
∫
dr′Dmm2m′1m′2(r − r
′)
[
ψ0∗m2(r
′)ψ0m′1(r)v
∗
m′2
(r′)
+ ψ0∗m2(r
′)ψ0m′2(r
′)v∗m′1(r)
]
+
∑
m2m′1m
′
2
∫
dr′Dmm2m′1m′2(r − r
′)ψ0m′2(r
′)ψ0m′1(r)u
∗
m2(r
′), (2.19)
ou` l’on a utilise´ les proprie´te´s de syme´trie du tenseur d’interaction de contact (e´q. 1.43).
L’information sur le comportement perturbatif du syste`me est donne´e par les solution
um,vm et E du syste`me d’e´quation de Bogoliubov (2.18) et (2.19).
L’interaction dipolaire dans l’espace de Fourrier
Pour les besoins des calculs qui vont suivre, il s’ave`re commode d’e´crire l’inter-
action dipolaire dans l’espace de Fourier. Pour ce faire, il convient de calculer la
transforme´e de Fourier des noyaux dipolaires Qνν′ que l’on de´finit comme suit
Q˜νν′(k) =
∫
drQνν′(r) e−ik·r . (2.20)
Avant de calculer cette inte´grale, rappelons que les noyaux dipolaire Qνν′ peuvent
eˆtre e´crits en terme d’harmonique sphe´rique Y2m(rˆ) ou` rˆ = r/r et r = |r| (e´q. 1.68).
Pour cette raison, il est plus adapte´ d’utiliser les coordonne´s sphe´riques en e´crivant
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dr = r2drdΩ, ou` Ω regroupe les variables angulaires. L’inte´grale sur les variables
angulaires se calcule en premier en utilisant le fait que∫
dΩY2m(rˆ) e−ik·r = 4pii2j2(kr)Y2m(kˆ), (2.21)
ou` j2 est la fonction de Bessel sphe´rique et kˆ = k/k et k = |k|. L’inte´gration sur la
variable radiale r est obtenue comme suit∫ ∞
0
dr j2(kr)
r3
r2 = 13 . (2.22)
En dernier, le noyau dipolaire (2.20) dans l’espace de Fourier s’e´crit
Q˜νν′(k) = −4pi3 (δνν′ − 3kˆν kˆν′) (2.23)
ou` les kˆν avec ν = x,y et z sont les composantes du vecteur kˆ. A` partir de (2.13) et
(2.23) le tenseur de l’interaction dipolaire s’obtient facilement
D˜m1m2m′1m′2
(k) = cdd
∑
νν′
Q˜νν′(k)(fν)m1m′1(fν′)m2m′2 . (2.24)
De la meˆme manie`re, les transforme´es de Fourier des composantes bν du champ di-
polaire sont donne´es par
b˜ν(k) =
∑
ν′
Q˜νν′(k)F˜ν′(k), (2.25)
ou` les F˜ν′ sont les transforme´es de Fourier des composantes Fν de la densite´ de spin
F de´finie en (1.98).
Condensat de densite´ non uniforme
Les atomes pie´ge´s dans un potentiel U pre´sentent une densite´ n(r) non uniforme.
Dans ce cas, le syste`me (2.19) doit eˆtre re´solu nume´riquement. En pratique, l’e´valua-
tion des inte´grales en r′ qui apparaissent dans les termes dipolaires ne´cessite le calcul
d’une transforme´e de Fourier Fˆ{·} et d’une transforme´ de Fourier inverse Fˆ−1{·}.
Plus pre´cise´ment, cela consiste a` re´crire le syste`me d’e´quations pre´ce´dent comme suit
Eum(r) = . . .+
∑
m2m′1m
′
2
Fˆ−1
{
D˜mm2m′1m′2
(k)Fˆ{ψ0∗m2(r)um′2(r)}
}
ψ0m′1(r)
+
∑
m2m′1m
′
2
Fˆ−1
{
D˜mm2m′1m′2
(k)Fˆ{ψ0∗m2(r)ψ0m′2(r)}
}
um′1(r)
+
∑
m2m′1m
′
2
Fˆ−1
{
D˜mm2m′1m′2
(k)Fˆ{ψ0m′2(r)vm2(r)}
}
ψ0m′1(r), (2.26)
−E∗v∗m(r) = . . .+
∑
m2m′1m
′
2
Fˆ−1
{
D˜mm2m′1m′2
(k)Fˆ{ψ0∗m2(r)v∗m′2(r)}
}
ψ0m′1(r)
+
∑
m2m′1m
′
2
Fˆ−1
{
D˜mm2m′1m′2
(k)Fˆ{ψ0∗m2(r)ψ0m′2(r)}
}
v∗m′1(r)
+
∑
m2m′1m
′
2
Fˆ−1
{
D˜mm2m′1m′2
(k)Fˆ{ψ0m′2(r)u
∗
m2(r)}
}
ψ0m′1(r), (2.27)
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ou` l’on a garde´ uniquement les termes dipolaire afin d’alle´ger les e´critures. Le tenseur
D˜m1m2m′1m′2
est la transforme´ de Fourier du tenseur d’interaction dipolaire donne´ par
l’e´quation (2.24).
Condensat de densite´ uniforme
Dans la suite de ce chapitre nous allons conside´rer un condensat uniforme de
densite´ n en posant U = 0. Pour ce syste`me uniforme, le spectre de Bogoliubov
peut eˆtre obtenu analytiquement. Nous e´crivons les fonctions d’onde stationnaires
ψ0m comme suit
ψ0m =
√
nζm, (2.28)
avec ∑
m
|ζ2m| = 1. (2.29)
En de´veloppant les parame`tres um et vm en ondes planes
um(r) =
∑
k
uk,m eik·r , (2.30)
vm(r) =
∑
k
vk,m eik·r , (2.31)
le syste`me d’e´quation de Bogoliubov (2.16) prend la forme suivant
Ek
(
uk
vk
)
= σzΣB
(
uk
vk
)
, (2.32)
ou` uk et vk sont des vecteurs de 2f + 1 composantes de spin
uk =
 uk,f...
uk,−f
 , vk =
 vk,f...
vk,−f
 . (2.33)
σz est une matrice diagonale de taille (4f + 2)× (4f + 2) donne´e par
σz =
(
1 0
0 −1
)
, (2.34)
ou` 1 et 0 sont respectivement la matrice identite´ et la matrice nulle de taille (2f +
1) × (2f + 1). ΣB est la matrice de Bogoliubov de taille (4f + 2) × (4f + 2) et elle
est donne´e par
ΣB =
( Ak Bk
B∗k A∗k
)
, (2.35)
ou` Ak et Bk sont des matrices de taille (2f+1)×(2f+1). La matrice Ak est la somme
d’un terme sans intercation A0k, d’un terme de contact Ack et d’un terme dipolaire Adk
Ak = A0k +Ack +Adk, (2.36)
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avec (A0k)m1m2 =
[
−~
2k2
2M − µ+ pm1
]
δm1m2 , (2.37)
(Ack)m1m2 = n
∑
m′1m
′
2
[
C
m1m′2
m′1m2
+ Cm1m
′
1
m2m′2
]
ζ∗m′2ζm′1 , (2.38)(Adk)m1m2 = n ∑
m′1m
′
2
[
D˜
m1m′2
m′1m2
(k) + D˜m1m
′
1
m2m′2
(0)
]
ζ∗m′2ζm′1 , (2.39)
ou` D˜m1m2m′1m′2
(k) est donne´ par (2.24). Le tenseur D˜m1m2m′1m′2(0) est de´fini comme suit
D˜m1m2m′1m′2
(0) =
∫
dr′Dm1m2m′1m′2(r − r
′) = cdd
∑
νν′
Q˜νν′(0)(fν)m1m′1(fν′)m2m′2 (2.40)
La matrice Bk est la somme d’un terme de contact Bck et d’un terme dipolaire Bdk
Bk = Bck + Bdk, (2.41)
avec
(Bck)m1m2 = n
∑
m′1m
′
2
Cm1m2m′1m′2
ζm′1ζm′2 , (2.42)(Bdk)m1m2 = n ∑
m′1m
′
2
D˜
m1m′2
m′1m2
(k)ζm′2ζm′1 . (2.43)
2.1.3 Proprie´te´s du spectre de Bogoliubov
La matrice σzΣB donne´e par (2.35) posse`de 4f+2 e´nergies propres Ek,α et vecteurs
propres
(
uk,α
vk,α
)
que l’on indexe par α. Premie`rement, notons que la matrice σzΣB
n’e´tant pas Hermitienne, elle peut admettre des valeurs propres re´elles ou imaginaires.
Nous allons voir que selon la nature des valeurs propres, le spectre de Bogoliubov
peut pre´senter des instabilite´s e´nerge´tiques ou dynamiques. Deuxie`mement, notons
que pour chaque vecteur propre
(
uk,α
vk,α
)
solution de la matrice σzΣB avec l’e´nergie
propre Ek,α, il existe un autre vecteur propre
(
v∗k,α
u∗k,α
)
solution de la matrice σzΣB
avec l’e´nergie propre −E∗k,α. Ces deux solutions de´crivent la meˆme oscillation comme
on peut le ve´rifier avec (2.17). Nous allons maintenant examiner les proprie´te´s des
e´nergies et vecteurs propres de la matrice σzΣB. Pour ce faire, re´e´crivons le syste`me
d’e´quations (2.16) comme suit
ΣB
(
uk,α
vk,α
)
= Ek,ασz
(
uk,α
vk,α
)
. (2.44)
En prenant la transconjugue´e (†) de (2.44), et en remplac¸ant α par α′, on obtient(
u†k,α′ ,v
†
k,α′
)
ΣB = E∗k,α′
(
u†k,α′ ,v
†
k,α′
)
σz, (2.45)
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ou` l’on a utulise´ le fait que ΣB est une matrice Hermitienne (ΣB = Σ†B). En multi-
pliant l’e´quation (2.44) a` gauche par
(
u†k,α′ ,v
†
k,α′
)
, et l’e´quation (2.45) a` droite par(
uk,α
vk,α
)
, puis en soustrayant (2.45) de (2.44) on obtient
(E∗k,α′ − Ek,α) (u†k,α′uk,α − v†k,α′vk,α) = 0. (2.46)
A` partir de la relation (2.46), nous pouvons distinguer trois situations. Si α = α′,
alors
Im {Ek,α}
(
u†k,αuk,α − v†k,αvk,α
)
= 0. (2.47)
Si Ek,α 6= E∗k,α′ , alors
u†k,α′uk,α − v†k,α′vk,α = 0. (2.48)
Finalement, si
u†k,α′uk,α − v†k,α′vk,α 6= 0. (2.49)
alors la matrice admet un couple d’e´nergies propres complexes conjugue´es
Ek,α = E∗k,α′ . (2.50)
Instabilite´s e´nergitiques
D’apre`s (2.47), si le vecteur propre
(
uk,α
vk,α
)
ve´rifie la relation suivante
u†k,αuk,α − v†k,αvk,α = cst 6= 0, (2.51)
alors l’e´nergie propre associe´e est re´elle (Im {Ek,α} = 0). Remarquons que dans ce cas,
le vecteur propre
(
v∗k,α
u∗k,α
)
, aussi solution de la matrice σzΣB avec la valeurs propre
re´elle −Ek,α, doit ve´rifier la meˆme relation en remplac¸ant cst par −cst. En imposant
cst = 1 la relation (2.51) ne sera ve´rifie´e que par l’une des deux solutions. Finalement,
en utilisant la relations (2.48), on montre que les vecteurs propres de deux modes α
et α′ d’e´nergies re´elles ve´rifient la relation suivante
u†k,αuk,α′ − v†k,αvk,α = δα′,α. (2.52)
Ce choix de normalisation peut eˆtre compris dans le cadre de la seconde quantifica-
tion : la relation (2.52) s’obtient en imposant les relations de commutations (1.84)
aux quasi-particules afin de pre´server leur nature bosonique. Finalement, avec le choix
(2.52), une e´nergie positive signifie que le mode α est e´nergiquement stable. A` l’in-
verse, une e´nergie ne´gative signifie que le mode α est e´nergiquement instable [71,72].
Les instabilite´s e´nerge´tiques (instabilite´s de Landau) sont essentielles a` l’e´tude de
stabilite´ du condensat en pre´sence de dissipation. Dans ce cas, le condensat peut di-
minuer son e´nergie en excitant ces modes d’e´nergies ne´gatives. Cependant, dans les
expe´riences d’atomes froids, le syste`me est isole´ sous vide. De ce fait, la dissipation de
l’e´nergie est faible (ide´alement nulle). Meˆme en pre´sence d’instabilite´s e´nerge´tiques,
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le syste`me peut demeurer stable. Pour un mode α d’e´nergie propre re´elle Ek,α, l’e´volu-
tion de la fonction d’onde ψ = (ψf , . . . ,ψm, . . . ,ψ−f )T du syste`me peut eˆtre approche´e
par
ψ(r,t) = ψ0 e−iµt/~ +λk,α
[
uk,α e−i(Ek,αt/~−k·r) +v∗k,α ei(Ek,αt/~−k·r)
]
e−iµt/~ , (2.53)
ou` ψ0 =
√
nζ (e´q. 2.28). Dans l’expression (2.53) λk,α est l’amplitude du mode avec
λk,α/
√
n 1. Les amplitudes λk,α sont calcule´es a` t = 0. Pour ce faire, on conside`re
un syste`me contenue dans un volume V avec des conditions aux limites pe´riodiques.
En posant t = 0 dans (2.53) et en utilisant la condition de normalisation (2.52), on
montre que
λk,α =
1
V
∫
dr
[
u†k,αψ(r,0)− v†k,αψ∗(r,0)
]
e−ik·r . (2.54)
Instabilite´s dynamiques
D’apre`s (2.47), si l’e´nergie propre Ek,α posse`de une partie imaginaire non-nulle
(Im {Ek,α} 6= 0) alors, le vecteur propre
(
uk,α
vk,α
)
ve´rifie la relation suivante
u†k,αuk,α − v†k,αvk,α = 0. (2.55)
Dans ce cas, le vecteur propre
(
v∗k,α
v∗k,α
)
associe´ a` l’e´nergie propre −E∗k,α ve´rifie aussi
la relation (2.55). Contrairement au cas pre´ce´dent, il n’est pas possible de normali-
ser les vecteurs propres se´pare´ment. Ne´anmoins, dans le cas ou` les valeurs propres
imaginaires apparaissent par paires conjugue´es, il est possible de les normaliser en
conside´rant la bonne combinaison line´aire. Pour le voir, supposons que la matrice
σzΣB pre´sente deux e´nergies propres Ea et Eb tel que Ea = E∗b . Pour cela, une condi-
tion suffisante est que les vecteurs propres associe´s
(
ua
va
)
et
(
ub
vb
)
ve´rifient la relation
(2.49). Avec (2.55), on peut e´crire
u†aua − v†ava = u†bub − v†bvb = 0, (2.56)
u†aub − v†avb = u†bua − v†bva 6= 0. (2.57)
A` pre´sent, on de´finit les vecteurs propres
(
uk,α
vk,α
)
et
(
uk,α′
vk,α′
)
comme suit
(
uk,α
vk,α
)
= 1√
2
(
ua + ub
va + vb
)
, (2.58)(
uk,α′
vk,α′
)
= i√
2
(
v∗a − v∗b
u∗a − u∗b
)
. (2.59)
En imposant
u†aub − v†avb = u†bua − v†bva = 1, (2.60)
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on peut facilement ve´rifier que ces vecteurs propres ve´rifient les relations suivantes
u†k,αuk,α − v†k,αvk,α = 1, (2.61)
u†k,α′uk,α′ − v†k,α′vk,α′ = 1, (2.62)
uTk,αvk,α′ − vTk,αuk,α′ = 0. (2.63)
L’interpre´tation des vecteurs propres en termes de quasi-particules ne´cessite le forma-
lisme de la seconde quantification. Le lecteur peut consulter la revue de Kawaguchi
et Ueda [42]. En utilisant (2.53), la contribution des modes complexes a a` l’e´volution
de la fonction d’onde ψ du condensat peut s’e´crire comme suit
λa
[
ua e−i(Eat/~−k·r) +v∗a ei(E
∗
a t/~−k·r)] , (2.64)
ou` λa est l’amplitude du a avec λa/n 1. De la meˆme manie`re, la contribution des
modes complexe b d’amplitude λb avec λb/n 1 est donne´e par
λb
[
ub,m e−i(Ebt/~−k·r) +v∗b,m ei(E
∗
b t/~−k·r)
]
. (2.65)
Pour un syste`me contenue dans un volume V , les amplitudes des modes λa et λb
s’obtiennent a` t = 0 en utilisant les relations (2.56) et (2.60). On obtient
λa,b =
1
V
∫
dr
[
u†b,aψ(r,0)− v†b,aψ∗(r,0)
]
e−ik·r . (2.66)
D’apre`s ces deux dernie`res e´quations, si Im {Ea} > 0 (Im {Eb} > 0), le mode a (b)
va croˆıtre exponentiellement. Dans ce cas, on dit que les e´nergies propres imaginaires
sont associe´es a` des instabilite´s dynamiques du syste`me. Les instabilite´s dynamiques
peuvent se de´velopper a` partir d’un e´tat stationnaire de l’e´quation de l’e´quation de
Gross-Pitaevskii (champ moyen), mais qui n’est plus l’e´tat fondamental du syste`me.
Finalement, notons que les instabilite´s dynamiques peuvent se de´velopper en l’ab-
sence de dissipation. Pour ces raisons, les instabilite´s dynamiques sont cruciales pour
comprendre les conditions de stabilite´ des syste`mes d’atomes froids.
2.2 Spectre de Bogoliubov d’un condensat ferro-
magne´tique uniforme dipolaire
Nous nous proposons dans cette section d’analyser le spectre d’excitations de la
phase ferromagne´tique uniforme de spin f = 1 et f = 3. Pour e´viter la redondance,
le cas la phase ferromagne´tique uniforme de spin f = 2 est discute´ dans l’annexe B.
Le cas d’un syste`me de spin f = 1 est traite´ dans la sous-section 2.2.1. Dans un
premier temps, nous allons discuter le spectre d’excitations en l’absence d’interac-
tion dipoˆle-dipoˆle (cdd = 0). Par la suite, nous allons voir comment ce spectre est
modifie´ en pre´sence de l’interaction dipolaire. Pour cdd = 0, le spectre d’exitation
de ce syste`me est forme´ de trois modes inde´pendants [17, 18]. Un mode de densite´
qui de´termine les conditions de stabilite´ me´canique du syste`me. Un mode de pre´ces-
sion de spin qui de´crit les fluctuations de la direction de polarisation des spins. Un
mode de de´formation qui de´crit les fluctuations de la longueur de spin locale. Nous
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allons voir que l’interaction dipoˆle-dipoˆle couple les modes de densite´ et de pre´ces-
sion de la phase ferromagne´tique. Notamment, nous allons discuter les conditions de
stabilite´ dynamique de la phase ferromagne´tique uniforme en fonction du champ ma-
gne´tique p applique´. Nous allons montrer l’existence d’un champ magne´tique critique
pdd (e´q. 2.112) au dessous duquel la phase ferromagne´tique devient dynamiquement
instable. Dans la sous-section suivante nous allons analyser le spectre de Bogoliubov
de condensats ferromagne´tiques de spin f = 3. Nous allons voir que le comportement
dynamique instable est une proprie´te´ ge´ne´rale des syste`mes de spins dipolaires. Le
champ critique pdd de´pend du spin f syste`me de spin conside´re´, de la densite´ n et de
la constante d’interaction dipolaire cdd comme suit
pdd =
4pifcddn
3 . (2.67)
La phase ferromagne´tique uniforme
On conside`re un syte`me uniforme de longueur spin locale maximale |f | = f .
Les spins sont polarise´s dans la direction −eˆz. Le vecteur spin de cette phase phase
ferromagne´tique s’e´crit
f = −f eˆz, (2.68)
Le vecteur ζ de 2f + 1 composantes ζm s’e´crit comme suit
ζ =

0
...
0
1
 . (2.69)
Champ dipolaire re´siduel de la phase ferromage´ntique
Avant de diagonaliser la matrice σzΣB et de calculer le spectre d’excitation de
Bogoliubov, il convient pre´ciser le traitement des termes de noyau dipolaire Q˜νν′(0)
qui apparaissent dans la matrice Addk (e´q. 2.39). En effet, d’apre`s (2.23) ces termes
sont inde´finis. En substituant (2.69) dans (2.39), le terme qui fait intervenir Q˜νν′(0)
devient
− fcddn
∑
ν=x,y,z
Qˆνz(0)fν . (2.70)
Par conse´quent, nous avons besoin de calculer uniquement les noyaux dipolaires
Qˆνz(0). Pour ce faire, rappelons que l’interaction dipolaire est invariante par rota-
tions simultane´es dans l’espace de spin et des coordonne´es spatiales autour d’un axe
arbitraire. Le champ dipolaire b posse`de la meˆme syme´trie. Par conse´quent, pour la
configuration ferromagne´tique (2.68), le champ dipolaire ge´ne´re´ par les dipoˆles est
invariant par rotation autour de l’axe eˆz. Autrement dit, nous avons
b ‖ eˆz. (2.71)
Par ailleurs, en utilisant l’expression (2.25), les composantes du champ dipolaire dans
l’espace de Fourier pour la configuration ferromagne´tique (2.69) de taille infinie, nous
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avons
b˜(0) = −fnQ˜xz(0)eˆx − fnQ˜yz(0)eˆy − fnQ˜zz(0)eˆz. (2.72)
Par conse´quent, d’apre`s (2.71) et (2.72), nous avons
Q˜xz(0) = Q˜yz(0) = 0. (2.73)
Ainsi, le champ dipolaire dans l’espace de Fourier est donne´ par
b˜(0) = −fnQ˜zz(0)eˆz. (2.74)
Ce champ dipolaire peut eˆtre interpre´te´ comme un champ magne´tique re´siduel dirige´
suivant l’axe z
− fcddnQ˜zz(0)/gµBeˆz. (2.75)
Notons que l’absence de composantes de champ dipolaire re´siduel suivant les axes x
et y assure que l’e´tat ferromagne´tique uniforme de´crit pre´ce´demment est toujours un
e´tat stationnaire de l’e´quation de Gross-Pitaevskii. Cela peut eˆtre facilement ve´rifie´
a` partir de (1.107). Dans certains cas particuliers, il est possible de calculer le terme
Q˜zz(0) qui apparait dans (2.75). Ronen et al. [73] proposent de limiter la porte´e de
l’interaction dipoˆle-dipoˆle. En particulier, pour un syste`me de spins contenus dans
une boˆıte cubique de cote´ 2Rc nous pouvons ne´gliger les effets dipolaires en tous
points situe´s a` la distance r > Rc du centre de la boˆıte. Cela revient a` poser
Qνν′(r > Rc) = 0. (2.76)
Pour obtenir les termes du noyau dipolaire dans l’espace de Fourier, il convient de
recalculer l’inte´grale radiale (2.22) comme suit∫ Rc
0
dr j2(kr)
r3
r2 = 13 +
cos(kRc)
k2R2c
− sin(kRc)
k3R3c
. (2.77)
Ainsi, le noyau dipolaire Q˜zz est donne´ par
Q˜zz(k) =
4pi
3 (3 cos
2 θk − 1)
(
1 + 3cos(kRc)
k2R2c
− 3sin(kRc)
k3R3c
)
, (2.78)
ou` θk est l’angle entre le vecteur k et eˆz. En prenant la limite k = 0 de cette dernie`re
expression et en utilisant l’e´quation (2.75), on montre que le champ magne´tique di-
polaire re´siduel est nul. Il est important de pre´ciser que le champ re´siduel de´pend de
la ge´ome´trie choisie. Pour un syste`me en forme de cigare contenu dans un cylindre,
le champ re´siduel n’est pas nul [73]. Dans ce travail nous allons poser Q˜zz(0) = 0.
Les re´sultats de ce chapitre peuvent eˆtre facilement ge´ne´ralise´s en remplac¸ant dans
les formules p par p−fcddnQ˜zz(0). Notons que l’expression (2.78) du noyau dipolaire
a` porte´e finie Rc montre que pour un syste`me contenu dans une boˆıte suffisamment
grande (kRc  1), il est possible d’approcher (2.78) par
Q˜zz(k) ' 4pi3 (3 cos
2 θk − 1). (2.79)
En dernier, dans la suite de ce travail nous allons poser
Qˆzz(k) =
{ 4pi
3 (3 cos
2 θk − 1) si k 6= 0,
0 si k = 0. (2.80)
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2.2.1 Condensat uniforme de spin f = 1
Le vecteur ζ de la phase ferromagne´tique dans le cas d’un condensat de spin f = 1
s’e´crit comme suit
ζ =
 00
1
 . (2.81)
En substituant ce vecteur dans (2.37), (2.38) et (2.39), on obtient les composantes
des matrices A0k, Ack et Bck qui regroupent les termes sans interaction et les termes
d’interaction de contact
A0k +Ack =
 εk + 2p− 23n(g2 − g0) 0 00 εk + p 0
0 0 εk + g2n
 , (2.82)
Bck =
 0 0 00 0 0
0 0 g2n
 , (2.83)
ou` l’on a pose´
εk =
~2k2
2M . (2.84)
Dans (2.82), on a remplace´ le potentiel chimique µ par
µ = −p+ g2n. (2.85)
Cette dernie`re expression du potentiel chimique est obtenue a` partir de l’e´quation de
Gross-Pitaevskii stationnaire (1.107) en annulant le potentiel de pie´geage et le champ
dipolaire (U = 0 et bν = 0) et en replac¸ant ψm par
√
nζ ou` ζ est donne´ par (2.81).
Finalement, les matrices Adk et Bdk contiennent les termes dipolaire et s’obtiennent en
utilisant (2.81) et (2.23) comme suit
Adk =
4picddn
3
 0 0 00 12 (1− 3 cos2 θk) −3√2 cos θk sin θk e−iφk
0 −3√2 cos θk sin θk eiφk − (1− 3 cos2 θk)
 , (2.86)
Bdk =
4picddn
3
 0 0 00 32 sin2 θk e−2iφk −3√2 cos θk sin θk e−iφk
0 −3√2 cos θk sin θk e−iφk − (1− 3 cos2 θk)
 . (2.87)
Pour obtenir cette dernie`re expression, nous avons exprime´ les noyaux dipolaires
(e´q. 2.23) en coordonne´es sphe´riques en posant
kˆ = (sin θk cosφk, sin θk sinφk, cos θk), (2.88)
ou` θk ∈ [0,pi] et φk ∈ [0,2pi[ sont respectivement l’angle polaire et azimutal des co-
ordonne´es sphe´riques. Notons que la de´pendance en φk, qui apparait dans certains
e´le´ments des matrices Adk et Bdk, a pour origine les transforme´es de Fourier des har-
moniques sphe´riques Y2,1 ∝ e−iφk et Y2,2 ∝ e−2iφk . Ces termes interviennent dans les
processus de relaxation dipolaire (voir e´q. 1.73 et e´q. 1.78).
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Condensat sans interaction dipolaire
Pour cdd = 0, la matrice σzΣM est forme´e uniquement des matrices A0k,Ack et
Bck. Ces matrices ne contiennent que des termes diagonaux. Par conse´quent, les trois
modes α = ±1 et α = 0 qui ve´rifient les relations (2.52), sont associe´s aux e´tats de
spin m = ±1 et m = 0.
Mode de densite´. Le spectre e´nerge´tique du mode α = −1 est donne´ par
Ek,−1 =
√
εk (εk + 2g2n). (2.89)
On retrouve ici le meˆme re´sultat que pour un condensat scalaire [9]. Ce mode de´crit
les excitations de densite´. Pour que le condensat soit me´caniquement stable, le spectre
du mode densite´ doit eˆtre re´el pour toutes les valeurs de k. Pour cela, la constante
de collision doit eˆtre positive g2 > 0. Les vecteurs uk,−1 et vk,−1 associe´s sont donne´s
par
uk,−1 =
 00
u˜k,−1
 , vk,−1 = −
 00
v˜k,−1
 . (2.90)
avec
u˜k,−1 =
√
εk + g2n
2Ek,−1 +
1
2 , (2.91)
v˜k,−1 =
√
εk + g2n
2Ek,−1 −
1
2 . (2.92)
Mode de pre´cession. Le mode α = 0 pre´sente un spectre e´nerge´tique de particule
libre Ek,0 = εk avec un gap e´nerge´tique pour p 6= 0
Ek,0 = εk + p. (2.93)
Les vecteurs uk,0 et vk,0 associe´s sont donne´s par
uk,0 =
 01
0
 , vk,0 =
 00
0
 . (2.94)
Ce mode de´crit des fluctuations de la direction de polarisation. Pour le voir nous
allons calculer l’e´volution du vecteur spin f . Conside´rons des excitations de nombre
d’onde k et d’amplitude λ0/
√
n  1. En utilisant (2.53) et (2.94) l’e´volution de f
peut eˆtre e´crite comme suit
f(t) ' f(0) + δf⊥(t), (2.95)
ou` f(0) = −eˆz est le vecteur spin a` t = 0 (e´q. 2.68) et δf⊥ l’e´volution de f dans le
plan transverse a` l’axe de polarisation z
δf⊥(t) = |δf⊥| [cos (k · r − Ek,0t/~) eˆx − sin (k · r − Ek,0t/~) eˆy] . (2.96)
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ou` |δf⊥| =
√
2 (λ0/
√
n). D’apre`s ces deux dernie`res expressions, f pre´cesse autour de
l’axe de polarisation z. En particulier, pour k = 0 (εk = 0) et p 6= 0, les excitations
de´crites par (2.93) et (2.94) subissent une pre´cession autour de l’axe z a` la fre´quence
de Larmor ωL = p/~. Pour ces raisons, ce mode est dit de pre´cession ou onde de
spin. Nous allons voir dans la suite que l’interaction dipolaire modifie fortement les
conditions de stabilite´ de ce mode. Notons que ce mode de pre´cession conserve la
nature ferromagne´tique du syste`me. En effet, en utilisant (2.95) et (2.96), la longueur
de spin locale |f | au premier ordre en |δf⊥| est donne´e par
|f | ' 1. (2.97)
Mode de de´formation. Le mode α = 1 pre´sente un spectre de particule libre avec
un gap e´nerge´tique fixe´ par les constantes d’interactions g2 et g0
Ek,1 = εk + 2p− 23(g2 − g0)n = εk + 2p− 2c1n. (2.98)
ou` c1 est donne´ par (1.49). Les vecteurs uk,1 et vk,1 associe´s sont donne´s par
uk,1 =
 10
0
 , vk,1 =
 00
0
 . (2.99)
Ce mode de´crit des excitations qui modifient la longueur de spin |f |, et par conse´-
quent la nature ferromagne´tique su syste`me. Pour cette raison, Ce mode est dit de
de´formation de spin. En utilisant (2.95) et (2.99) on obtient
f ' f(0) + δfz, (2.100)
avec δfz = (λ1/
√
n)2 eˆz et λ1/
√
n  1. D’apre`s (2.100), la direction de polarisation
n’est pas modifie´e. Ce mode est interpre´te´ comme une onde de spin longitudinale et
de´crit les excitations de l’e´tat m − 1 a` l’e´tat m = 1 [17, 23, 57]. La longueur de spin
locale au premier ordre en ordre |δfz| est donne´e par
|f | ' 1− |δfz|. (2.101)
Le mode de de´formation (2.98) est e´nergiquement instable pour un champ magne´-
tique p < pc = (g2 − g0)n/3 ou` pc correspond au champ critique obtenu en (1.131).
Cette instabilite´ e´nerge´tique signifie que la phase ferromagne´tique n’est plus l’e´tat
fondamental du condensat.
Syste`me avec interaction dipolaire
Pour cdd 6= 0, les matrices Adk et Bdk pre´sentent des termes hors diagonale. Par
conse´quent, le mode de densite´ note´ pre´ce´demment α = −1 est couple´ 1 au mode de
1. Rappelons que pour f = 1, les vecteurs uk,α et vk,α posse`de trois composantes de spin m. Si
plus d’une composantes de spin m est non nul, ces vecteurs « me´langent » les e´tats de spin m. Le
mode α ne peut eˆtre associe´ a` un e´tat de spin m. Le couplage des modes est a` comprendre dans ce
sens.
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spin α = 0. Ne´anmoins, remarquons que les termes hors diagonale s’annulent pour
les angles particuliers θk = 0 et θk = pi/2. Pour ces deux cas particuliers, les modes
α = ±1 et α = 0 sont de´couple´s et sont associe´s, respectivement, aux e´tats de spin
m = ±1 et m = 0. Le premier cas (θk = 0) correspond aux excitations dont le vecteur
k‖ = (0,0,kz)T est paralle`le (‖) a` l’axe de polarisation z. Le second cas (θk = pi/2)
correspond aux excitations dont le vecteur k⊥ = (kx,ky,0)T est perpendiculaire (⊥)
a` l’axe z. Avec θk = 0 et θk = pi/2, les matrices Adk et Bdk se simplifient conside´rable-
ment. Le mode α = 1 n’est pas modifie´ par l’interaction dipoˆle-dipoˆle. Son spectre
e´nerge´tique est identique a` (2.98).
Mode de densite´ pour θk = 0 et θk = pi/2. Apre`s diagonalisation de la matrice
σzΣB, dans le cas des excitations ‖ et ⊥ nous obtenons, pour le mode α = −1, les
spectres e´nerge´tique suivants
Ek‖,−1 =
√
εk‖
[
εk‖ + 2g2n (1 + 2εdd)
]
, (2.102)
Ek⊥,−1 =
√
εk⊥ [εk⊥ + 2g2n (1− dd)], (2.103)
avec
dd =
4picdd
3g2
. (2.104)
Le parame`tre dd de´termine l’intensite´ de l’interaction dipoˆle-dipoˆle par rapport a`
l’interaction de contact. Avec g2 > 0 et par conse´quent dd > 0, le spectre Ek‖,−1 des
excitations ‖ est toujours stable. Ce n’est pas toujours le cas pour les excitations⊥. En
effet, avec g2 > 0, le spectre Ek⊥,−1 doit eˆtre re´el afin d’assurer la stabilite´ me´canique
du syste`me. Pour cela, dd doit eˆtre dans l’intervalle −1/2 < dd < 1. Nous allons voir
dans la suite que cette condition reste valable pour toutes les excitations de vecteur
d’onde k. Les vecteurs uk‖,−1 et vk‖,−1 associe´s aux excitations ‖ sont donne´s par
uk‖,−1 =
 00
u˜‖,−1
 , vk‖,−1 =
 00
v˜‖,−1
 . (2.105)
avec
u˜‖,−1 =
√
εk + g2n (1 + 2dd)
2Ek‖,−1
+ 12 , (2.106)
v˜‖,−1 =
√
εk + g2n (1 + 2dd)
2Ek‖,−1
− 12 . (2.107)
Les vecteurs uk⊥,−1 et vk⊥,−1 associe´s aux excitations ⊥ sont donne´s par
uk⊥,−1 = ±
 00
u˜⊥,−1
 , vk⊥,−1 = ±
 00
v˜⊥,−1
 . (2.108)
50
CHAPITRE 2. EXCITATIONS E´LE´MENTAIRES DANS UN CONDENSAT
DIPOLAIRE FERROMAGNE´TIQUE
avec
u˜⊥,−1 =
√
εk + g2n (1− dd)
2Ek⊥,−1
+ 12 , (2.109)
v˜⊥,−1 =
√
εk + g2n (1− dd)
2Ek⊥,−1
− 12 . (2.110)
Mode de pre´cession pour θk = 0. Le mode α = 0 des excitations ‖ pre´sente un
spectre de particule libre gappe´
Ek‖,0 = εk‖ + p− pdd, (2.111)
avec
pdd =
4picddn
3 . (2.112)
Notons que ce spectre est e´nergiquement stable pour p > pdd. Les vecteurs uk‖,0 et
vk‖,−1 associe´s sont donne´es par
uk‖,0 =
 01
0
 , vk‖,0 =
 00
0
 . (2.113)
Comme pre´ce´demment, il est possible de ve´rifier que ces exitations de´crivent des
modifications de la direction de polarisation qui garde constante la longueur de spin.
L’e´olution du vecteur spin f peut eˆtre obtenue simplement en remplac¸ant Ek,0 par
Ek‖,0 dans (2.96).
Mode de pre´cession pour θk = pi/2. En dernier, le spectre α = 0 des excitations
⊥ est donne´ par
Ek⊥,0 =
√
(εk⊥ + p− pdd) (εk⊥ + p+ 2pdd), (2.114)
ou` pdd est donne´ par (2.112). La stabilite´ dynamique de ces excitations de´pend du
champ magne´tique p applique´. Pour p > pdd, le spectre Ek⊥,0 (2.114) est dynamique-
ment stable. Pour un champ magne´tique p < pdd, l’e´nergie Ek⊥,0 est imaginaire pour
des excitations de nombre d’onde√
2Mmax {−p− pdd,0} < k⊥ <
√
2M(pdd − p)/~2. (2.115)
Par conse´quent, la phase ferromagne´tique uniforme est dynamiquement instable. Pour
voir l’e´volution du syste`me en pre´sence de ces instabilite´s dynamiques calculons l’e´vo-
lution du vecteur spin f . Pour p < pdd, la matrice σzΣB pre´sente un couple d’e´nergies
propres complexes conjugue´es. Notons ces deux e´nergies propres Ea et Eb avec Eb = E∗a .
Le spectre Ea est donne´ par
Ea = i
√
| (εk⊥ + p− pdd) (εk⊥ + p+ 2pdd) |. (2.116)
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Avec ce choix Im {Ea} > 0 et Im {Eb} < 0. Les vecteurs ua,b et va,b associe´s sont
donne´s par
ua,b =
 0u˜a,b
0
 , va,b =
 0v˜a,b
0
 , (2.117)
avec
u˜a,b =
[
εk⊥ + p+ pdd/2
2Ea,b +
1
2
]1/2
e−2iφk , (2.118)
v˜a,b =
[
εk⊥ + p+ pdd/2
2Ea,b −
1
2
]1/2
. (2.119)
Notons la signature des termes de relaxation dipolaire a` travers la de´pendance en
φk. Le lien entre les instabilite´s dynamiques et les processus de relaxation dipolaire
sera discute´ dans la suite. En utilisant ces deux dernie`res expressions et les e´quations
(2.64) et (2.65) nous obtenons
f(t) ' f(0) + δf⊥(t), (2.120)
avec
δf⊥(t) =
√
2
[
λ˜aρ˜a eIm{Ea}t/~ +λ˜bρ˜b eIm{Eb}t/~
]
eˆx
−
√
2
[
λ˜aη˜a eIm{Ea}t/~ +λ˜bη˜b eIm{Eb}t/~
]
eˆy (2.121)
ou` λ˜a,b = λa,b/
√
n  1 (λa,b sont les amplitudes des modes a et b), ρ˜a,b =
Re
{
(u˜a,b + v˜a,b) eik⊥·r
}
et η˜a,b = Im
{
(u˜a,b − v˜a,b) eik⊥·r
}
. D’apre`s l’e´quation (2.121)
si Im {Ea} > 0, on peut s’attendre a` un de´veloppement de textures de spin dans le
plan transverse a` l’axe de polarisation z. La longueur de spin locale dans le plan
transverse |δf⊥| est donne´e au premier ordre en λ˜a,b par
|δf⊥(t)| ' λ˜a ρ˜aρ˜b + η˜aη˜b√(ρ˜b)2 + (η˜b)2 eIm{Ea}t/~ +λ˜b
√
(ρ˜b)2 + (η˜b)2 eIm{Eb}t/~ . (2.122)
Dans cette dernie`re expression, le premier terme a` droite croit de fac¸on exponentielle,
tandis que le dernier terme de´croit exponentiellement. Finalement, notons que ces
instabilite´s dynamiques ne modifient pas la nature ferromagne´tique du syste`me. Au
premier ordre en |δf⊥|, on a
|f(t)| ' 1. (2.123)
L’analyse des excitations de vecteur d’onde k⊥ montrent que la phase ferroma-
gne´tique uniforme de spin f = 1 est dynamiquement instable pour p < pdd. Dans
la sous-section suivante, nous allons conside´rer un condensat de 52Cr de spin f = 3,
et nous allons mettre en e´vidence le meˆme comportement instable en pre´sence d’in-
teraction dipolaire. Pour le 52Cr, nous allons aussi traiter le cas ge´ne´ral (pour tout
les k). Pour le syste`me de spin f = 1, des calculs comple´mentaires sont porte´s dans
l’annexe B.
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2.2.2 Condensat uniforme de spin f = 3
Dans cette sous-section nous conside´rons un condensat ferromagne´tique de 52Cr
de spin f = 3. Dans ce cas, le vecteur ζ comporte 7 composantes. Pour des spins
polarise´s dans la directions −eˆz, le vecteur ζ s’e´crit comme suit
ζ =

0
0
0
0
0
0
1

. (2.124)
En substituant ce vecteur dans (2.37), (2.38) et (2.39), on obtient les composantes
des matrices A0k, Ack et Bck qui regroupent les termes sans interactions et les termes
d’interaction de contact. Ces matrices sont de taille 7 × 7, mais seuls les termes
diagonaux sont non nuls. Les diagonales Diag {·} de ces trois matrices sont donne´es
comme suit
Diag
{A0k +Ack} =

εk + 6p− 461462(g6 − g4)n+ 2542(g4 − g2)n+ 27(g4 − g0)n
εk + 5p− 6566(g6 − g4)n+ 2542(g4 − g2)n
εk + 4p− 3133(g6 − g4)n+ 521(g4 − g2)n
εk + 3p− 911(g6 − g4)n
εk + 2p− 611(g6 − g4)n
εk + p
εk + g6n

,
(2.125)
Diag {Bck} =

0
0
0
0
0
0
g6n

, (2.126)
ou` nous avons remplace´ le potentiel chimique par
µ = −3p+ g6n. (2.127)
Cette dernie`re expression du potentiel chimique est obtenue a` partir de l’e´quation de
Gross-Pitaevskii stationnaire (1.107) en annulant le potentiel de pie´geage et le champ
dipolaire (U = 0 et bν = 0) et en replac¸ant ψm par
√
nζ ou` ζ est donne´ par (2.124).
Les matrices Adk et Bdk de taille 7× 7 contiennent uniquement des termes dipolaires.
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Elles s’obtiennent en utilisant (2.124) comme suit
Adk
12picddn
=

0 . . . 0 . . . 0
0 . . . 0 . . . ...
...
... . . . 0
0 . . . 0 16 (1− 3 cos2 θk) −
√
3
2 cos θk sin θk e
−iφk
0 . . . 0 −
√
3
2 cos θk sin θk e
iφk − (1− 3 cos2 θk)

, (2.128)
Bdk
12picddn
=

0 . . . 0 . . . 0
0 . . . 0 . . . ...
...
... . . . 0
0 . . . 0 12 sin
2 θk e−2iφk −
√
3
2 cos θk sin θk e
−iφk
0 . . . 0 −
√
3
2 cos θk sin θk e
−iφk − (1− 3 cos2 θk)

.
(2.129)
Pour obtenir cette dernie`re expression, nous avons exprime´ les noyaux dipolaires
(e´q. 2.23) en coordonne´es sphe´riques en utilisant (2.88).
Condensat sans interaction dipolaire
La matrice σzΣB posse`de 14 vecteurs et valeurs propres. Ne´anmoins seuls 7 de ces
ces vecteurs propres ve´rifient la condition de normalisation (2.52). Les modes propres
sont indexe´s par α = ±3, ± 2, ± 1 et α = 0. Le mode α = −3 de´crit des excitations
de densite´. Son spectre e´nerge´tique Ek,−3 est donne´ par (2.130). L’e´nergie Ek,−3 doit
eˆtre re´el afin d’assurer la stabilite´ me´canique du syste`me. Pour cela, la longueur de
diffusion a6 doit eˆtre positive (g6 = 4pi~2a6/2M > 0).
Ek,−3 =
√
εk (εk + 2g6n). (2.130)
Le mode α = −2 pre´sente un spectre de particule libre avec un gap en p. Ce mode
de´crit des excitations de pre´cession de spin . Son spectre est donne´ par
Ek,−2 = εk + p. (2.131)
Finalement, les modes α = −1,.., + 3 pre´sentent des spectres de particule libre avec
un gap en e´nergie δα
Ek,α = εk + δα. (2.132)
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Le gap δα de´pend du champ magne´tique p et des constantes d’interaction g0,g2,g4 et
g6. Nous avons,
δ−1 = 2p− 611(g6 − g4)n, (2.133)
δ0 = 3p− 911(g6 − g4)n, (2.134)
δ1 = 4p− 3133(g6 − g4)n+
5
21(g4 − g2)n, (2.135)
δ2 = 5p− 6566(g6 − g4)n+
25
42(g4 − g2)n, (2.136)
δ3 = 6p− 461462(g6 − g4)n+
25
42(g4 − g2)n+
2
7(g4 − g0)n. (2.137)
Le spectre e´nerge´tique de ces 5 modes devient ne´gatif au dessous d’un champ critique
donne´ par δα = 0. Au dessous de ces champs critiques, le condensat ferromagne´tique
est e´nergiquement instable. En particulier, en remplac¸ant les valeurs des constantes
d’interaction gF par celles d’un condensat de
52Cr (tab. 1.2), il est facile de ve´rifier
que le mode α = 2 est le premier a` devenir e´nergiquement instable. Plus pre´cise´ment,
le mode α = 2 devient ne´gatif au dessous du champ critique
pc =
[
13
66(g6 − g4) +
5
42(g4 − g2)
]
n =
(
3c1 − 542c3
)
n, (2.138)
ou` c1 et c3 sont donne´s par les e´quations (1.62) et (1.64). Le champ pc correspond au
champ critique de la transition de phase entre la phase ferromagne´tique et la phase
cyclique donne´ par l’e´quation (1.137).
Condensat avec interaction dipolaire
En pre´sence d’interaction dipolaire, le spectre des modes α = −1,.. + 3 n’est pas
modifie´ et reste identique a` (2.132). Les matrices Adk et Bdk donne´es par (2.128) et
(2.129) montrent que le mode mode de densite´, note´ pre´ce´demment α = −3 est couple´
au mode de pre´cession de spin α = −2.
Analyse de stabilite´ des excitations pour θk = pi/2. Pour les excitations de
vecteur d’onde k⊥, les matrices Adk et Bdk se simplifient. Apre`s diagonalisation de
la matrice σzΣB, nous obtenons le spectre e´nerge´tique des modes de densite´ et de
pre´cession. Le spectre e´nerge´tique du mode de densite´ Ek⊥,−3 est donne´ par
Ek⊥,−3 =
√
εk⊥ [εk⊥ + 2g6n (1− dd)], (2.139)
avec
dd =
12picdd
g6
. (2.140)
D’apre`s le spectre (2.139) et pour g6 > 0, le parame`tre dd doit eˆtre dans l’intervalle
−1/2 < dd < 1 afin d’assurer la stabilite´ des excitations de densite´. Le spectre Ek⊥,0
des excitations de pre´cession est donne´ par
Ek⊥,−2 =
√
(εk⊥ + p− pdd) (εk⊥ + p+ 2pdd), (2.141)
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ou` pdd est donne´ dans ce cas par
pdd = 4picddn. (2.142)
D’apre`s (2.141), les excitations de vecteur d’onde k⊥, et par conse´quent la phase
ferromagne´tique uniforme est dynamiquement instable pour p < pdd ou` pdd est donne´
par (2.142). Si −2pdd < p < pdd, le nombre d’onde des excitations instables est
compris dans l’intervalle
k⊥ <
√
2M(pdd − p)/~2. (2.143)
Si p < −2pdd, le nombre d’onde des excitations instables est compris dans l’intervalle√
−2M(p+ pdd) < k⊥ <
√
2M(pdd − p)/~2. (2.144)
Comme nous l’avons vue dans le de´tail pour dans le cas d’un condensat dipolaire de
spin f = 1, ces instabilite´s dynamiques engendrent un accroissement exponentiel des
textures de spin δf⊥ dans le plan transverse a` l’axe de polarisation z. L’e´volution du
vecteur δf⊥ et de la longueur de spin locale dans le plan transversal |δf⊥| s’obtiennent
a` partir de (2.121) et (2.122) en remplac¸ant par le champ critique pdd par (2.142) et
les e´nergies Ea,b par celles obtenues a` partir de (2.141).
Analyse de stabilite´ des excitations en fonction de θk. Dans le cas ge´ne´ral,
les matrices pre´sentent des termes hors diagonales. Les deux modes qui couplent les
e´tats de spin m = −3 et m = −2 sont indexe´s par α = ±. Apre`s diagonalisation de
la matrice σzΣB, on obtient les deux spectres e´nerge´tiques suivant
Ek,± =
√
L(k,θk)±
√
I(k,θk). (2.145)
Les fonctions L et I peuvent eˆtres e´crites sous forme polynomiale. L est un polynoˆme
d’ordre 2 en p
L(k,θk) = 12 [p− p+(k,θk)] [p− p−(k,θk)] , (2.146)
ou` les fonctions p± sont donne´es par
p±(k,θk) = −εk − 2picddn
(
1− 3 cos2 θk
)
± i
√
εk {εk + 2g2n [1− dd (1− 3 cos2 θk)]} − (6picddn sin2 θk)2. (2.147)
I est un polynoˆme d’ordre 4 en p donne´ par
I(k,θk) = η1(k,θk)p4 + η2(k,θk)p3 + η3(k,θk)p2 + η4(k,θk)p+ η5(k,θk). (2.148)
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Les parame`tres η1,η2,η3,η4 et η5 sont donne´s par
η1 =
1
4 , (2.149)
η2 = εk + (2picdd)(1− 3 cos2 θk) (2.150)
η3 = ε2k − g6n
[
1− 32
(
1− 3 cos2 θk
)
dd
]
εk − 3(2picddn)2
(
1− cos4 θk
)
, (2.151)
η4 = −2g6n
[
1− 73
(
1− 3 cos2 θk
)
dd
]
ε2k
+ (2g6n)2
[(
1
24 + cos
2 θk − 58 cos
4 θk
)
2dd −
1
12(1− 3 cos
2 θk)dd
]
εk
− (2picddn)3
(
8− 36 cos2 θk + 36 cos3 θk
)
, (2.152)
η5 = (2g6n)2
[(
49
144 −
13
24 cos
2 θk +
25
16 cos
4 θk
)
2dd
− 712(1− 3 cos
2 θk)dd, +
1
4
]
ε2k − (2g6n)3
[(
7
216 +
5
48 cos
2 θk
− 548 cos
4 θk
)
3dd +
(
− 136 +
1
24 cos
2 θk
)
2dd
]
εk
+ 4(2picddn)4
(
2− 3 cos2 θk
)2
. (2.153)
Analyse de stabilite´. L’analyse stabilite´ des modes ± ne´cessite l’e´tude de
variation des polynoˆmes L et I. Le calcul analytique des racines de ces polynoˆmes
n’est pas toujours possible. Pour cette raison, nous adoptons ici une approche semi-
analytique. Pour k = 0, les polynoˆmes L et I posse`dent les meˆmes racines p± que
l’on obtient a` partir de (2.147)
p+ = pdd, (2.154)
p− = (3 cos2 θk − 2)pdd, (2.155)
ou` pdd est de´fini en (2.142). Notons que p− de´pend de θk et prend ses valeurs dans
l’intervalle −2pdd ≤ p− ≤ pdd. Dans ce cas particulier (k = 0), les e´nergies E0,±
s’e´crivent
E0,± =
√
L(θk)± |L(θk)|, (2.156)
avec L(θk) = (p − pdd)(p − p−)/2. Pour p > pdd ou p < p−, on a L(θk) > 0. Par
conse´quent les e´nergies E0,± sont re´elles (E0,+ > 0 et E0,− = 0). Pour p− < p < pdd
et 0 < θk ≤ pi/2, on L(θk) < 0. Par conse´quent le mode + est stable (E0,+ = 0)
et le mode − est dynamiquement instable (E0,− = i
√
2|L(θk)|). Plus ge´ne´ralement,
il est possible de ve´rifier nume´riquement que pour p < pdd, il existe des valeurs de
k ≥ 0 et de 0 < θk ≤ pi/2 pour lesquelles L −
√
I < 0 ou I < 0. Dans le premier
cas, le spectre Ek,− est imaginaire pur. Dans le deuxie`me cas, les deux spectres Ek,±
sont imaginaires et en particulier Ek,+ = E∗k,−. Cela peut eˆtre constate´ sur la figure
2.1 ou` nous avons repre´sente´ les parties imaginaires des e´nergies Ek,± dans le plan
kxkz. Les sous-figures (a) et (c) montrent que la partie imaginaire du mode Ek,− est
maximale pour kz = 0. Autrement dit, les excitations de vecteur d’onde k⊥ sont les
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plus instables. En utilisant l’expression (2.141), on peut e´crire
Im {Ek,−}max =
√
(εk + p− pdd) (εk + p+ 2pdd) (2.157)
Les sous-figures (b) et (d) montrent que Ek,+  Ek,−. Finalement, ces figures montrent
que le nombre d’onde des excitations instables est contenu dans un disque de rayon
kc donne´ par
kc =
√
2M(pdd − p)/~2. (2.158)
Cette expression est obtenue directement a` partir de (2.143).
Origine des instabilite´s dynamiques. Les instabilite´s dynamiques mis en
e´vidence pre´ce´demment ont pour origine les processus de relaxation dipolaires. Nous
allons montrer qu’en l’absence des termes de relaxation, la phase ferromagne´tique
est dynamique stable. Dans ce cas, les matrices Adk et B
d
k sont diagonales et ne ne
comportent pas de de´pendance en φk. On obtient
Diag
{Adk} = 12picddn

0
0
0
0
0
1
6 (1− 3 cos2 θk)
(1− 3 cos2 θk)

, (2.159)
Diag
{
Bdk
}
= 12picddn

0
0
0
0
0
0
(1− 3 cos2 θk)

. (2.160)
Les e´tats de spin m = −3 et m − 2 sont de´couple´s et les modes associe´s sont note´s,
respectivement, α = −3 et α = −2. Pour le mode α = −3, nous retrouvons le spectre
d’excitations de densite´ anisotrope connue pour les condensats scalaires dipolaires
[74,75] :
Ek⊥,−3 =
√
εk {εk + 2g6n [1− dd (1− 3 cos2 θk)]}. (2.161)
Notons que ce spectre est inde´pendant du champ magne´tique p. Avec g6 > 0, l’ex-
pression (2.163) montre que la phase ferromagne´tique est stable pour 0 < dd < 1.
Pour dd > 1 et un angle θk > arccos
(
1/
√
3
) ' 54,7◦, l’e´nergie des excitations de
nombre d’onde k qui ve´rifie
k <
√
4g6nM [dd (1− 3 cos2 θk)− 1] /~2, (2.162)
est imaginaire. La nature attractive des interactions dipolaire (θk > 54,7◦) rend le
syste`me uniforme instable pour dd > 1. Pour le mode α = −2 nous retrouvons un
spectre de particule libre gape´
Ek,−2 = εk + p− 2pdd(1− 3 cos2 θk). (2.163)
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
(a) (b)
(c) (d)
Figure 2.1 – Parties imaginaires des spectres e´nerge´tiques E± dans le plan kxkz. Pour
certaines valeurs de kx et kz seule l’e´nergie E− est imaginaire : Im {E+} = 0 et Im {E−} > 0.
Pour d’autres valeurs de kx et ky les e´nergies E± sont complexes conjugue´es : Im {E+} > 0
et Im {E−} = −Im {E+}. Pour la clarte´, nous avons repre´sente´ uniquement les valeurs
positives de Im {E±}. (a) et (c) : partie imaginaire positive de Ek,−, respectivement pour
p = 0.5 × pdd et p = 0.0 × pdd. (b) et(d) : partie imaginaire de E+,respectivement pour
p = 0.5×pdd et p = 0.0×pdd. Ces calculs sont re´alise´s pour un condensat de 52Cr uniforme
de densite´ n = 1.54× 1021m−3. L’unite´ d’e´nergie est pdd ' 1 Hz et l’unite´ de longueur est
l0 =
√
~2/2Mpdd ' 0.44 µm.
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Les spectres e´nerge´tiques des modes α = −3 et α = −2, montrent que la phase
ferromagne´tique uniforme est toujours dynamiquement stable pour g6 > 0, 0 < dd <
1 et en l’absence de relaxation dipolaire.
2.2.3 Conclusion
Dans cette section nous avons mis en e´vidence la pre´sence d’instabilite´s dyna-
miques a` champ magne´tique p < pdd dans le cas de la phase ferromagne´tique de spin
f = 1 et f = 3. Les calculs pre´sente´s dans l’annexe B montrent le meˆme comporte-
ment instable dans le cas de la phase ferromagne´tique de spin f = 2. En conclusion,
pour les syste`mes de spin e´tudie´s dans ce travail, on peut e´crire le champ critique
d’instabilite´s dynamiques comme suit
pdd =
4pi
3 fcddn, (2.164)
ou` l’on a utilise´ les expressions (2.112) (2.142) et (B.27). Notons que le champ cri-
tique est inde´pendant des constantes d’interaction de contact. La pre´sence d’instabi-
lite´s dynamiques dans le syste`me indique que la phase ferromagne´tique polarise´e et
de magne´tisation maximale (Mz/gµB = −f) n’est pas l’e´tat fondamental du conden-
sat pour p < pdd. Nous avons vu que les instabilite´s lie´es au mode de pre´cession de
spin amorcent des dynamiques de de´magne´tisation dans le syste`me uniforme. Dans
le chapitre suivant, nous allons e´tudier le de´veloppement dynamique de ces instabi-
lite´s en re´solvant nume´riquement l’e´quation de Gross-Pitaevskii. En conside´rera un
condensat de 52Cr uniforme et non uniforme (pie´ge´).
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Chapitre 3
De´magne´tisation spontane´e d’un
condensat de chrome
ferromagne´tique
Ce chapitre est consacre´ a` l’e´tude des dynamiques de de´magne´tisation d’un conden-
sat de 52Cr a` faible champ magne´tique. Ce travail est motive´, en premier, par nos
pre´ce´dents re´sultats sur la stabilite´ dynamique de la phase ferromagne´tique uniforme.
La deuxie`me motivation est de donner une nouvelle interpre´tation aux observations
expe´rimentales de dynamiques de de´magne´tisation du groupe du LPL. La stabilite´ du
condensat sera analyse´e en re´solvant nume´riquement l’e´quation dynamique de Gross-
Pitaevskii. Cette e´tude dynamique permet de confirmer, et d’aller au-dela` de l’analyse
de Bogoliubov conside´re´e au chapitre pre´ce´dent.
Dans la section 3.1, nous allons conside´rer un condensat de 52Cr uniforme et ini-
tialement polarise´. Nous allons e´tudier la dynamique du condensat apre`s une trempe
(quench) du champ magne´tique a` une valeur ptr. Nos calculs nume´riques confirment
l’instabilite´ de la phase ferromagne´tique pour ptr < pdd, ou` pdd est le champ critique
calcule´ pre´ce´demment (e´q. 2.142). L’e´volution dynamique du syste`me s’accompagne
d’un de´veloppement de textures de spin dans le plan transverse a` la direction de
polarisation, et d’une de´magne´tisation du condensat. Nous allons montrer que le de´-
veloppement de ces dynamiques est le re´sultat de dynamiques de pre´cession des spins
qui conservent la nature ferromagne´tique du condensat. La taille caracte´ristique des
domaines spatiaux dans le plan transverse est en bon accord avec la longueur d’onde
des modes pre´dite par l’analyse de Bogoliubov. Finalement, l’e´volution dynamique
au temps long montre que la nature ferromagne´tique peut ne pas se conserver. C’est
le cas a` champ magne´tique nul ou` le syste`me est fortement instable.
Dans section 3.2, nous allons conside´rer un condensat de 52Cr ferromagne´tique
dans un pie`ge harmonique. La stabilite´ de ce syste`me apre`s une trempe de champ
magne´tique a e´te´ e´tudie´e nume´riquement par Kawaguchi et al. [32]. Les auteurs ont
montre´ notamment la possibilite´ d’observer l’effet Einstein–de Haas dans le conden-
sat de 52Cr. Dans notre travail, nous proposons d’abaisser le champ magne´tique p
lentement depuis sa valeur initiale p0, jusqu’a` atteindre la valeur ptr. Cette proce´dure
est proche des travaux expe´rimentaux sur la de´magne´tisation spontane´e du 52Cr de
Pasquiou et al. [76]. L’interpre´tation de ces travaux expe´rimentaux sugge`re que la
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de´magne´tisation du condensat a lieu spontane´ment au-dessous du champ critique de
transition de phase pc (e´q. 1.137). En re´alisant une e´tude syste´matique, nous allons
de´terminer nume´riquement un champ critique de de´magne´tisation, que l’on notera
pdem. Premie`rement, nous allons montrer que ce champ critique ne de´pend que des
interactions dipoˆle-dipoˆle. Deuxie`mement, nous allons voir que pdem < pdd  pc, et
que pdem se rapproche de pdd dans le cas d’un condensat pie´ge´ dans grande taille. Ce
re´sultat nous sugge`re d’interpre´ter les dynamiques de de´magne´tisation du condensat
pie´ge´ comme une trace des instabilite´s dynamiques mises en e´vidence dans le cas du
condensat uniforme.
3.1 De´magne´tisation spontane´e d’un condensat fer-
romagne´tique de 52Cr uniforme
Dans cette section, nous allons e´tudier l’e´volution dynamique d’un condensat uni-
forme de 52Cr polarise´ (ferromagne´tique) a` faible champ magne´tique. Pour ce faire,
on conside`re un syste`me de densite´ uniforme
n = 1.54× 1021 m−3. (3.1)
Les spins sont polarise´s dans la direction −eˆz, et sont soumis a` un champ magne´-
tique applique´ dans la direction eˆz. L’e´volution dynamique est obtenue en re´solvant
nume´riquement l’e´quation de Gross-Pitaevskii (e´q. 2.11) sans potentiel de pie´geage
(U = 0). Pre´cisons que le condensat est contenu dans une boˆıte cubique de cote´
2Ru = 18 µm (3.2)
avec des conditions aux limites pe´riodiques 1. La porte´e de l’interaction dipolaire est
limite´e a` un rayon Ru depuis le centre de la boite (sect. 2.2).
Dans la suite de cette section, nous allons e´tudier la stabilite´ du syste`me apre`s
une trempe (quench) de champ magne´tique. Les de´tails de cette expe´rience nume´rique
sont pre´sente´s dans la sous-section 3.1.1 et nos re´sultats sont discute´s dans le sous-
section 3.1.2.
3.1.1 Description de l’expe´rience nume´rique
Le condensat ferromagne´tique uniforme que nous conside´rons ici est, initialement,
parfaitement polarise´ suivant l’axe z. La longueur de spin locale et la magne´tisation
sont donne´es par
|f | = 3 et Mz/gµB = −3. (3.3)
Ce syste`me est toujours un e´tat stationnaire de l’e´quation de Gross-Pitaevskii en
l’absence de potentiel de pie´geage (U = 0). Cela est duˆ au fait que le champ dipolaire
re´siduel induit par les spins (dipoˆles) est nul (sect. 2.2). Pour initier une dynamique
a` partir de cette e´tat, il convient d’introduire une graine (seed) dans le syste`me a`
1. Les conditions aux limites pe´riodiques sont impose´es par la transformation de Fourier rapide.
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t = 0 ms. Dans notre cas, nous allons introduire un faible bruit gaussien dans la
composante de spin m = −2. Cette proce´dure peut eˆtre re´alise´e en e´crivant dans
l’espace de Fourier [62]
F{ψ−2} = α + iβ, (3.4)
ou` α et β sont des nombres ale´atoires ge´ne´re´s a` partir d’une distribution gaussienne.
Au chapitre 2, nous avons montre´ que le condensat ferromagne´tique uniforme
est dynamiquement instable au-dessous du champ critique pdd (e´q. 2.142). Pour la
densite´ n donne´e par (3.1), on obtient
pdd/gµB = 4picddn ' 0.35 mG. (3.5)
Dans ce pre´sent chapitre, la stabilite´ du condensat est analyse´e par e´volution dyna-
mique de l’e´quation de Gross-Pitaevskii. Notre expe´rience nume´rique consiste a` faire
une trempe de champ magne´tique a` une valeur ptr < pdd de`s le de´but de l’e´volution
dynamique a` t = 0 ms.
3.1.2 Textures de spin et de´magne´tisation spontane´e
Nous avons re´alise´ plusieurs simulations nume´riques en variant le champ magne´-
tique ptr dans l’intervalle 0 ≤ ptr ≤ pdd. Dans ce qui suit, on note f⊥ = (fx,fy,0)T, la
projection du vecteur spin f dans le plan transverse (⊥) a` la direction de polarisation
z. L’e´volution de f⊥ nous renseigne sur le de´veloppement des textures de spin dans
ce plan. Le module |f⊥| nous renseigne sur la longueur de spin locale dans le meˆme
plan. Notons que |f⊥| prend ses valeurs dans l’intervalle
0 ≤ |f⊥| ≤ |f |, (3.6)
ou` |f | est la longueur de spin locale de´finie en (1.124).
Nous pre´sentons ici les re´sultats de nos calculs pour ptr = 0.9 × pdd (fig. 3.1b a`
fig. 3.1c) et ptr = 0.0× pdd (fig. 3.1d a` fig. 3.1f). Nos simulations confirment l’instabi-
lite´ de la phase ferromagne´tique uniforme pour p < pdd. Pour p > pdd, nos simulations
montrent que le syste`me est stable. D’apre`s les re´sultats discute´s au chapitre pre´ce´-
dent, on peut s’attendre a` un de´veloppement de texture de spin dans le plan transverse
a` l’axe z. La longueur caracte´ristique de ces textures de spin est donne´e par
λc ∼ 2pi
[
2M(pdd − ptr)/~2
]−1/2
. (3.7)
Cette dernie`re expression est obtenue a` partir de (2.158) en e´crivant kc = 2pi/λc et en
remplac¸ant p par ptr. Le temps caracte´ristique des instabilite´s peut eˆtre estime´ par
τc ∼ h/Im {Ekc,−}max , (3.8)
ou` Im {Ekc,−}max est donne´ par (2.157). A` partir de l’expression (3.7) on trouve λc ∼
6 µm pour ptr = 0.9× pdd et λc ∼ 2 µm pour ptr = 0.0× pdd. La taille des excitations
attendue est en bon accord avec celle des domaines observe´s sur la figure 3.1.
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(a) t = 0 ms (b) t = 2 ms (c) t = 4 ms
(d) t = 0 ms (e) t = 0.6 ms (f) t = 1.0 ms
Figure 3.1 – Development de texture de spin dans le plan transverse. Pour les figures (b)
a` (c), ptr = 0.9× pdd. Pour les figures (d) a` (f), ptr = 0.0× pdd. Le code couleur indique la
longueur de spin locale dans le plan transverse |f |.
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Pour avoir une information quantitative sur l’e´volution des proprie´te´s magne´-
tique sur tout le volume du syste`me, on calcule l’e´volution de la magne´tisation Mz
(e´q. 1.119), de la longueur de spin moyenne Π (e´q. 1.126) et la longueur de spin
moyenne dans le plan ⊥ de´finie comme suit
Π⊥ =
1
N
∫
drn(r)|f⊥(r)|, (3.9)
ou` N est le nombre d’atomes total. Les re´sultats de nos calculs sont pre´sente´s sur la
figure 3.2. Pour ptr = 0.9 × pdd, la figure 3.2a montre que l’accroissement de Π⊥ ne
modifie par la longueur de spin moyenne (Π = 3) aux temps courts. Par conse´quent,
les dynamiques qui se de´veloppent dans le syste`me sont des dynamiques de pre´cessions
de spin qui conservent la nature ferromagne´tique. Sur la figure 3.2a, nous avons ajuste´
(fitte´) l’e´volution de Π⊥ par la fonction suivante
Πfit⊥ (t) = Π⊥(0) + λ eγt/~ . (3.10)
Avec cet ajustement, on obtient un temps caracte´ristique h/γ ' 2.2 ms. Ce temps
caracte´ristique est en bon accord avec le temps caracte´ristique de de´veloppement des
instabilite´s dynamiques τc ∼ 1.8 ms (e´q. 3.8). La figure 3.2b montre que le de´velop-
pement des textures de spin dans le plan ⊥ s’accompagne d’une variation maximale
de la magne´tisation de l’ordre de 10%. Pour ptr = 0.0× pdd, le syste`me se de´magne´-
tise plus rapidement comme le montrent les figures 3.2c et 3.2d. Dans ce cas, on a
h/γ ' 0.85 ms qui en en bon accord avec τc ∼ 0.7 ms. La figure 3.2c, montre que
pour t < 1.2 ms, les spins sont entraine´s dans des dynamiques de pre´cessions qui
conservent la nature ferromagne´tique. Pour t > 1.2 ms, la longueur de spin moyenne
Π de´croit tre`s fortement indiquant que le syste`me n’est plus ferromagne´tique. Ce
re´sultat va au-dela` de ce que pre´dit par l’analyse de Bogoliubov, qui au contraire pre´-
voit une conservation de la longueur de spin. Il s’ave`re donc que la conservation de
Π n’est valable que dans la limite des faibles perturbations. Dans la section suivante,
nous allons conside´rer un condensat pie´ge´. Nous allons voir que dans ce cas aussi, le
condensat exhibe des dynamiques analogues qui peuvent eˆtre interpre´te´es en terme
d’instabilite´s dynamiques.
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Figure 3.2 – E´volution de Mz, Π et Π⊥ pour p = 0.9×pdd ((a) et (b) ) et p = 0.0×pdd ((c)
et (d) ). La courbe pleine est obtenue a` partir de (3.10). (a) : Π⊥(0) ' 0.03, λ = 0.6×10−4 et
h/γ ' 2.2 ms. Les donne´es sont fitte´es jusqu’a` t ' 3.4 ms (c) : Π⊥(0) ' 0.03, λ = 0.7×10−3
et h/γ ' 0.85 ms. Les donne´es sont fitte´es jusqu’a` t ' 1.2 ms. Ces calculs ont e´te´ re´alise´s
pour un condensat de 52Cr uniforme de densite´ n = 1.54× 1021m−3.
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3.2 De´magne´tisation spontane´e d’un condensat fer-
romagne´tique de 52Cr pie`ge´
Dans cette section, on s’inte´resse au de´veloppement des dynamiques de de´magne´-
tisation dans un condensat de 52Cr ferromagne´tique pie´ge´. Les atomes du condensat
sont pie´ge´s dans un potentiel harmonique de fre´quence ω/2pi a` syme´trie sphe´rique
U(r) = 12Mω
2r2. (3.11)
Dans l’e´tat fondamental, le condensat est soumis a` un champ magne´tique p0 suivant
l’axe de polarisation z. Les proprie´te´s de l’e´tat fondamental ferromagne´tique qu’on
conside`re sont discute´es dans la sous-section 3.2.1. Pour e´tudier la stabilite´ dyna-
mique de ce condensat pie´ge´, nous proposons de faire un suivi adiabatique des spins
en abaissant suffisamment lentement le champ magne´tique p jusqu’a` ptr a` partir de
sa valeur initiale p0. Cette expe´rience nume´rique est motive´e dans la sous-section
3.2.2. Les re´sultats de nos simulations sont discute´s dans la sous-section 3.2.3. Finale-
ment, dans les sous-sections 3.2.4 et 3.2.5 nous allons discuter l’effet des interactions
de contact et des interactions dipoˆle-dipoˆle sur les de´veloppent des dynamiques de
de´magne´tisation.
3.2.1 Proprie´te´s de l’e´tat fondamental ferromagne´tique
L’e´tat fondamental de ce syste`me en fonction du champ magne´tique externe est
discute´ au premier chapitre (ss-sect. 1.5.2). Pour un condensat de N = 105 atomes
et un potentiel de fre´quence ω/2pi = 820 Hz, nous obtenons l’e´tat fondamental ferro-
magne´tique en appliquant un champ magne´tique homoge`ne p0 dans la direction eˆz,
avec
p0/gµB = 1.41 mG. (3.12)
Des coupes de la densite´ totale dans les plans xy et xz sont pre´sente´es sur la figure
3.3. La densite´ centrale et le rayon du condensat valent approximativement
n0 ' 1.54× 1021 m−3 et R ' 3.4 µm. (3.13)
En plus du champ externe p0, les spins (dipoˆles) ressentent localement un champ
magne´tique inhomoge`ne induit cdd|b|/gµB. Par conse´quent, l’orientation locale des
spins est fixe´e par le champ magne´tique total
p0eˆz/gµB + cddb(r)/gµB. (3.14)
Sur la figure 3.4 nous avons porte´ la projection du vecteur spin f et du champ magne´-
tique dipolaire cddb/gµB dans le plan xz. Notons que le champ dipolaire dans le plan
transverse b⊥ = (bx,by,0)T est sensiblement non nul sur les bords du condensat. Par
conse´quent, les spins sont le´ge`rement e´carte´s de l’axe z (fig. 3.4a). L’e´tat fondamental
obtenu est purement ferromagne´tique. La longueur de spin locale, et la magne´tisation
suivant l’axe z sont de
|f(r)| = 3 et Mz/gµB ' −3. (3.15)
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Figure 3.3 – Coupes de la densite´ totale dans les plans xy (a) et xz (b). N = 105, ω/2pi =
820 Hz et p0/gµB = 1.41 mG. On a : n0 ' 1.54 × 1021 m−3 et Rx,Ry ' 3.3 µm et Rz '
3.5 µm.
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Figure 3.4 – Projection du vecteur spin f (a) et du champ dipolaire b (b) dans le plan
xz. La figure (b) montre l’orientation (fle`ches) et l’intensite´ (couleur) du champ dipolaire.
Calculs re´alise´s pour un condensat de 52Cr avec N = 105 et ω/2pi = 820 Hz.
.
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3.2.2 Description de l’expe´rience nume´rique
A` cause du champ dipolaire transverse b⊥, le condensat ferromagne´tique pie´ge´ est
toujours instable apre`s une trempe de champ magne´tique a` une valeur ptr < p0, ou` p0
est le champ magne´tique initial. En effet, apre`s la trempe, les spins sont entraˆıne´s, a`
partir de t = 0 ms, dans une pre´cession autour du nouveau champ magne´tique local
ptreˆz + cddb(r,t) = [ptr + cddbz(r,t)] eˆz + cddb⊥(r,t), (3.16)
ou` bz est la composante dans champ dipolaire suivant l’axe z. Tant que ptr domine,
les spins subissent une dynamique de pre´cession rapide fixe´e essentiellement par la
fre´quence de Larmor ptr/h. Pour le montrer nous avons re´alise´ plusieurs simulations
en variant ptr dans l’intervalle
0 mG ≤ ptr/gµB ≤ p0/gµB = 1.41 mG. (3.17)
Nos calculs montrent que pour ptr/gµB & 0.3 mG, les spins pre´sentent des oscillations
quasi-re´gulie`res. La pe´riode de ces oscillations en fonction de ptr est porte´e sur la figure
3.5a (voir aussi les courbes traitille´es des figures 3.5b et 3.5d). La courbe en pointille´s
rouge correspond a` la pe´riode obtenue apre`s la trempe. La courbe en pointille´es vert
correspond a` la pe´riode de Larmor h/ptr. On constate que la pe´riode des pre´cessions
des spins s’e´carte le´ge`rement de h/ptr au-dessous de ptr/gµB ' 0.4 mG. En re´sume´,
si la variation du champ magne´tique est brusque, les dynamiques dipolaires sont
masque´es par la pre´cession de Larmor pour ptr/gµB > 0.4 mG. Soulignons que pour
ptr/gµB > 0.4 mG, meˆme si la fre´quence des oscillations est fixe´e par le champ ptr, les
oscillations sont absentes si b⊥ = 0.
Dans ce travail, on s’inte´resse en particulier aux effets dipolaires a` champ ma-
gne´tique faible. Pour e´viter la pre´cession a` la fre´quence de Larmor, nous proposons
de faire un suivi adiabatique des spins en abaissant le champ magne´tique suffisam-
ment lentement a` partir de p0 jusqu’a` ptr. Pour ce faire, nous conside´rons la fonction
suivante
p(t) = (p0 − ptr) e−(t/τ)3/(1+t/τ) + ptr, (3.18)
ou` τ est un temps qui caracte´rise la variation du champ magne´tique. Nous avons
p(t = τ)− ptr = (p0 − ptr)/
√
e. Notons qu’au bout d’un temps d’e´volution t = 3τ , le
champ magne´tique p(t) converge suffisamment vers la valeur ptr. La fonction (3.18)
est porte´e sur la figure 3.5c. Les spins sont soumis localement a` un champ magne´tique
total donne´ par
p(t)eˆz + cddb(r,t) = [p(t) + cddbz(r,t)] eˆz + cddb⊥(r,t). (3.19)
En choisissant convenablement le temps caracte´ristique τ , le condensat reste dans un
e´tat quasi-stationnaire jusqu’a` atteindre un re´gime ou` les effets dipolaires deviennent
importants. En re´alisant une e´tude syste´matique en fonction de τ , nous observons
qu’un choix de temps caracte´ristique de l’orde de τ ∼ 1 ms suffit a` e´liminer les oscil-
lations de Larmor. Les figures 3.5b et 3.5d montrent l’e´volution de la magne´tisation
pour τ = 0.5 ms et τ = 1 ms. Dans le premier cas (τ = 0.5 ms), de faibles oscillations
subsistent au bout d’un temps t = 4τ d’e´volution. Les simulations pre´sente´es dans la
suite de ce chapitre sont re´alise´es pour τ = 1 ms.
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Figure 3.5 – (a) : pe´riode de pre´cession des spins apre`s une trempe de champ magne´tique
(rouge) compare´e a` la pe´riode de Larmor (vert). (c) : Variation du champ magne´tique. (b)
et (d) : E´volution de la magne´tisation , respectivement, pour τ = 0.5 ms et τ = 1 ms. Les
courbes en lignes pleines correspondent au cas d’une variation lente du champ magne´tique
(voir (c)). Les courbes en traitille´es correspondent au cas d’une trempe de champ magne´-
tique. Dans les deux cas, ptr/gµB = 0.4 mG. Calculs re´alise´s pour un condensat de 52Cr
avec N = 105 et ω/2pi = 820 Hz.
3.2.3 De´magne´tisation et Effet Einstein–de Haas
Suivant la proce´dure de´crite dans la sous-section pre´ce´dente, nous avons re´alise´
plusieurs simulations en variant le champ magne´tique ptr entre p0/gµB = 1.41 mG et
0 mG. La de´magne´tisation du condensat peut eˆtre examine´e par l’e´volution du mo-
ment cine´tique de spin 〈Fz〉 = Mz/gµB (e´q. 1.119 et e´q. 1.120). La figure 3.6 montre
l’e´volution du moment cine´tique de spin 〈Fz〉 (courbe en pointille´s rouge) pour plu-
sieurs valeurs du champ magne´tique ptr. Sur ces meˆmes figures, nous avons porte´
l’e´volution du moment cine´tique orbital 〈Lz〉 (courbe en pointille´s bleu). Comme cela
a e´te´ discute´ initialement par Kawaguchi 2 et al. [32], la de´magne´tisation du condensat
s’accompagne d’un transfert du moment cine´tique de spin vers le moment cine´tique
orbital. Ce transfert est rendu possible par les termes de relaxation dipolaire qui ne
2. Pre´cisons que dans leurs simulations, les auteurs ont remplace´ la fonction d’onde ψm par une
ansatz invariante par rotation autour de l’axe z. En pratique, leurs re´sultats pour le syste`me 3D ont
e´te´ obtenus par des calculs nume´riques re´alise´s sur un syste`me 2D. Dans notre travail, nous avons
re´alise´ des simulation 3D sans impose´ l’invariance par rotation dans les calculs nume´riques.
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conservent pas se´pare´ment 〈Fz〉 et 〈Lz〉, mais qui conservent le moment cine´tique
total 〈Fz〉 + 〈Lz〉 (sect. 1.3.1). Ce phe´nome`ne est connu sous le nom de l’Effet Ein-
stein–de Haas [77]. Notons que cet effet n’a pas e´te´ observe´ dans le cas du condensat
uniforme e´tudie´ a` la section pre´ce´dente. Cela est duˆ au fait que le syste`me conside´re´
(boite cubique) ne pre´sentait pas de syme´trie cylindrique.
On de´finit le champ critique de de´magne´tisation pdem comme le champ magne´-
tique maximal pour lequel la variation de la magne´tisation pourrait eˆtre observe´e
expe´rimentalement. Dans ce travail, on ne tient compte que des variations de magne´-
tisation supe´rieures a` 5%. Nos calculs montrent que la de´magne´tisation du condensat
ne peut avoir lieu que pour des champs magne´tiques tre`s faibles. Plus pre´cise´ment,
la de´magne´tisation devient significative au-dessous du champ magne´tique
pdem/gµB ' 0.11 mG. (3.20)
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Figure 3.6 – E´volution du moment cine´tique de spin (rouge) et du moment cine´tique orbital
(bleu). Les figures (a),(b),(c) et (d) correspondent, dans l’ordre, aux dynamiques obtenues
pour les champs ptr/gµB = 0.11 mG, ptr/gµB = 0.07 mG, ptr/gµB = 0.035 mG et ptr/gµB =
0.0 mG. Calculs re´alise´s pour un condensat de 52Cr avec N = 105 et ω/2pi = 820 Hz.
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3.2.4 Effet de l’interaction de contact : instabilite´ e´nerge´-
tique ?
Afin de pre´ciser le roˆle des interactions de contact dans la de´clenchement et l’e´vo-
lution des dynamiques de de´magne´tisation, nous proposons « d’effacer » dans nos
simulations les processus d’interaction de contact de´pendantes du spin. C’est pro-
cessus sont fixe´s par les constantes c1,c2 et c3 (e´q. 1.61 a` e´q. 1.64). Pour ce faire, il
convient d’e´galer les constantes d’interaction g0,g2 et g4 a` g6. On obtient,
c0 = g6 et c1 = c2 = c3 = 0. (3.21)
Notons que le choix de c0 = g6 permet de s’assurer que l’e´tat fondamental du conden-
sat est identique a` l’e´tat ferromagne´tique de´crit dans la sous-section 3.2.1.
Effet sur la de´magne´tisation
Les re´sultats de nos calculs pour c1,2,3 = 0 (courbes en pointille´s noirs), compare´s
aux simulations « re´alistes » de la sous-section pre´ce´dente (courbes en pointille´s
rouges), sont porte´s sur la figure 3.7. Les sous-figures 3.7a a` 3.7d correspondent a`
diffe´rentes valeurs du champ ptr. Premie`rement, dans le cas c1,2,3 = 0, comme dans le
cas re´aliste, nous observons une de´magne´tisation significative pour
pdem/gµB ' 0.11 mG. (3.22)
Ce re´sultat montre que l’enclenchement des dynamiques de de´magne´tisation est
duˆ uniquement aux effets de l’interaction dipoˆle-dipoˆle. Deuxie`mement, nos calculs
montrent que l’e´volution de la magne´tisation du condensat aux temps longs est sen-
sible aux effets de l’interaction de contact. Cette dernie`re observation peut s’expliquer
en examinant l’e´volution de la nature ferromagne´tique du condensat. En effet, si du-
rant l’e´volution dynamique le condensat restait purement ferromagne´tique |f | = 3,
les processus de collision par interaction de contact seraient fixe´s uniquement par la
constante g6 du canal de collision de spin total F = 6. Dit autrement, la dynamique
du condensat est inde´pendante des valeurs des constantes gF6=6, et par conse´quent,
la dynamique est aussi inde´pendante des valeurs de c1,c2 et c3. Sur la figure 3.8,
nous avons porte´ l’e´volution de la longueur de spin moyenne Π. Nous constatons
qu’aux temps longs la nature ferromagne´tique n’est pas conserve´e, ce qui explique la
de´pendance des dynamiques de de´magne´tisation des valeurs des constantes c1,c2 et
c3.
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Figure 3.7 – E´volution du moment cine´tique de spin (mage´ntisation). Les figures
(a),(b),(c) et (d) correspondent, dans l’ordre, aux dynamiques obtenues pour les champs
ptr/gµB = 0.11 mG, ptr/gµB = 0.07 mG, ptr/gµB = 0.035 mG et ptr/gµB = 0.0 mG. Pour
chaque figure, la courbe rouge correspond au cas « re´aliste » et la courbe noire montre l’e´vo-
lution dynamiques en l’absence d’interaction de contact de´pendante de spin (c1,2,3 = 0). Ces
re´sultats montrent que le de´but de la dynamique de de´magne´tisation est inde´pendant des in-
teractions de contact de´pendantes du spin. Calculs re´alise´s pour un condensat de 52Cr avec
N = 105 et ω/2pi = 820 Hz.
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Figure 3.8 – E´volution de la longueur de spin moyenne Π(t). Les figures (a),(b),(c) et (d)
correspondent, dans l’ordre, aux dynamiques obtenues pour les champs ptr/gµB = 0.11 mG,
ptr/gµB = 0.07 mG, ptr/gµB = 0.035 mG et ptr/gµB = 0.0 mG. Pour chaque figure, la
courbe rouge correspond au cas « re´aliste » et la courbe noire montre l’e´volution dynamique
en l’absence d’interaction de contact de´pendante de spin (c1,2,3 = 0). Calculs re´alise´s pour
un condensat de 52Cr avec N = 105 et ω/2pi = 820 Hz.
74
CHAPITRE 3. DE´MAGNE´TISATION SPONTANE´E D’UN CONDENSAT DE
CHROME FERROMAGNE´TIQUE
Effet sur la stabilite´ du condensat
Au chapitre pre´ce´dent, nous avons montre´ que la phase ferromagne´tique uniforme
est e´nergiquement instable pour p < pc ou` pc est le champ critique donne´e par l’e´qua-
tion (2.138). Pour la commodite´ de la lecture re´crivons ici l’expression de pc pour un
condensat de chrome
pc =
(
3c1 − 542c3
)
n =
[
13
66(g6 − g4) +
5
42(g4 − g2)
]
n. (3.23)
Cette instabilite´ e´nerge´tique nous indique que la phase ferromagne´tique n’est pas
favorable e´nergiquement. Au premier chapitre, nous avons vu que le champ critique
pc fixe la transition de phase entre l’e´tat ferromagne´tique et l’e´tat cyclique dans le cas
d’un condensat uniforme ou pie´ge´ (fig. 1.3). Les travaux expe´rimentaux de Pasquiou
et al. [76] sugge´raient que l’enclenchement des dynamiques de de´magne´tisations peut
avoir lieu pour pdem < pc, ou` pc est calcule´ en conside´rant la densite´ centrale n0. Pour
le condensat conside´re´ dans ce travail n0 ' 1.54× 1021 m−3. Nous obtenons
pc/gµB ' 1.10 mG, (3.24)
ou` nous avons les valeurs nume´riques de c1 et c2 donne´es dans le tableau 1.2. Premie`-
rement, notons que pc est 10 fois plus grand que le champ de de´magne´tisation calcule´
pre´ce´demment. On a
pdem/pc ' 0.1. (3.25)
Deuxie`mement, pour c1,2,3 = 0, on a pc = 0. Or, dans ce cas aussi nous avons observe´
une de´magne´tisation significative a` champ non nul.
En conclusion, nos re´sultats montrent clairement que la dynamique de de´magne´-
tisation n’a pas de lien avec le champ d’instabilite´ e´nerge´tique pc. Il semble donc
qu’il y a eu une erreur d’interpre´tation dans [76]. Il est possible par exemple que les
auteurs aient mal de´fini la valeur du champ magne´tique. En effets, les auteurs suppo-
saient que la de´magne´tisation est maximale quand p = 0. Or les travaux the´oriques
de Kawaguchi et al. [32], et par la suite ceux de Gawryluk et al. [78] et Swisocki et
al. [79] montrent que la de´magne´tisation est maximale pour p < 0. Une autre hypo-
the`se difficile a` explorer the´oriquement serait que la tempe´rature non nulle dans les
expe´riences favoriserait une de´magne´tisation pour un champ magne´tique de l’ordre
de pc par l’interme´diaire d’un me´canisme de dissipation.
3.2.5 Effet de l’interaction dipoˆle-dipoˆle : instabilite´s dyna-
miques ?
Dans cette sous-section, on propose d’interpre´ter les dynamiques de de´magne´ti-
sation observe´es dans le cas du condensat pie´ge´ en rapport avec les instabilite´s dy-
namiques mises en e´vidence pour la phase ferromagne´tique uniforme. En particulier,
ce qui nous inte´resse ici est de de´terminer un crite`re quantitatif, sur le champ ma-
gne´tique, qui fixerait le re´gime de de´magne´tisation spontane´e. Avant de commencer,
remarquons que
n ' n0 ' 1.54× 1021 m−3, (3.26)
75
CHAPITRE 3. DE´MAGNE´TISATION SPONTANE´E D’UN CONDENSAT DE
CHROME FERROMAGNE´TIQUE
ou` n est la densite´ du syste`me uniforme e´tudie´ a` la premie`re section, et n0 la densite´
au centre du condensat pie´ge´ dans cette section. Pour le syste`me uniforme, le champ
critique d’instabilite´ dynamique pdd est donne´ par (3.5). Pour le condensat pie´ge´, le
champ critique de de´magne´tisation pdem (de´termine´ nume´riquement) est donne´ par
(3.20). Le rapport entre ces deux champs critiques est de
pdem/pdd ' 0.31. (3.27)
Dans ce qui suit, nous allons voir que le rapport pdem/pdd, de´pend de la taille du
condensat. Pour ce faire, nous allons analyser les dynamiques de de´magne´tisation
d’un condensat pie´ge´ de plus grande taille, et de meˆme densite´ centrale n0 ' 1.54×
1021 m−3. On conside`re un syste`me de N = 8×105 atomes dans un pie`ge de fre´quence
ω/2pi = 410 Hz. Le rayon du condensat est approximativement de R ' 6.8 µm. La
densite´ du l’e´tat fondamental et la projection du champ dipolaire dans le dans le plan
xz sont porte´s sur la figure 3.9.
Pour ce syste`me, les simulations de dynamiques de de´magne´tisation, porte´es sur
la figure 3.10, indiquent que le champ critique de de´magne´tisation pdem vaut approxi-
mativement pdem ' 0.17 mG. En comparant avec pdd, on obtient
pdem/pdd ' 0.49. (3.28)
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Figure 3.9 – Coupe de densite´ totale (a) et projeciton du champ dipolaire b (b) dans le
plan xz. N = 8× 105, ω/2pi = 410 Hz et p0/gµB = 1.41 mG. On a n0 ' 1.54× 1021 m−3.
.
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Le rapport pdd/pdem obtenu en (3.27) et en (3.28), montre que pdem tend a` se
rapprocher de pdd si taille du condensat augmente. Ainsi, le champ critique de de´ma-
gne´tisation peut eˆtre estime´ en conside´rant la densite´ centrale n0
pdem . 4picddn0. (3.29)
Ce re´sultat pourrait eˆtre confirme´ en re´alisant une e´tude syste´matique en fonction de
la taille du condensat. Signalons que pour des syste`mes de grandes tailles il est ne´-
cessaire d’augmenter la re´solution spatiale de la grille de calculs nume´riques (nombre
de points). Cela peut ne´cessiter des moyens, et des temps de calcul conside´rables.
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Figure 3.10 – E´volution du moment cine´tique de spin (magne´tisation). Les figures
(a),(b),(c) et (d) correspondent, dans l’ordre, aux dynamiques obtenues pour les champs
ptr/gµB = 0.17 mG, ptr/gµB = 0.14 mG, ptr/gµB = 0.11 mG, et ptr/gµB = 0.07 mG.Calculs
re´alise´s pour un condensat de 52Cr avec N = 8× 105 et ω/2pi = 410 Hz.
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3.3 Conclusion
Les re´sultats discute´s dans ce chapitre montrent que le condensat uniforme et
le condensat pie´ge´ pre´sentent des dynamiques de de´magne´tisation analogues. Il y a
ne´anmoins quelques diffe´rences. Premie`rement, dans le cas uniforme, les dynamiques
sont initie´es par l’ajout d’un bruit gaussien (graine), et que dans le cas pie´ge´ les
dynamiques sont initie´es par le champ dipolaire transverse. Deuxie`mement, l’effet
Einstein-de Hass n’est observe´ que dans le cas du condensat pie´ge´ qui posse`de une
syme´trique cylindrique. Ces dynamiques se manifestent a` champ magne´tique faible,
et ont pour origine les processus de relaxation dipolaire. En nous basant sur ces
re´sultats, nous proposons d’interpre´ter les dynamiques de de´magne´tisation dans le
cas du condensat pie´ge´ comme une re´miniscence des instabilite´s dynamiques mises
en e´vidence dans le cas du condensat uniforme.
Nos simulations nume´riques dans le cas d’un syste`me uniforme montrent une
de´magne´tisation pour p < pdd, soit dans ce cas pdem/pdd ' 1. Pour le condensat
pie´ge´, nous avons vu que pdem < pdd et que pdem se rapproche de pdd dans me cas
d’un syste`me de grande taille.Ainsi pdem peut eˆtre estime´ en calculant simplement pdd
au centre du condensat (e´q. 3.29).
.
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Chapitre 4
Dynamiques de spins d’un
condensat de chrome a` fort champ
magne´tique
Ce chapitre est consacre´ a` l’e´tude de la dynamique de spin d’un condensat dipolaire
dans un re´gime de fort champ magne´tique. L’e´tat fondamental ferromagne´tique est
excite´ en appliquant une rotation collective des spins depuis leur direction initiale
d’un angle θr ∈ ]0,pi/2]. Ce travail est motive´ par l’observation expe´rimentale des
dynamiques de population du spin dans un condensat de 52Cr au sein du groupe du
LPL.
La section 4.1 est re´serve´e a` la mode´lisation du syste`me. A` fort champ magne´tique
applique´ suivant l’axe z, les spins subissent une pre´cession de Larmor rapide. La
fre´quence de Larmor est 103 − 104 fois supe´rieure a` la fre´quence de pre´cession des
spin autour du champ dipolaire b. Dans ces conditions, le champ dipolaire peut eˆtre
approxime´ par le champ brot qui est la moyenne de b sur une pe´riode de Larmor [34].
Dans cette approximation, les processus de relaxation dipolaire sont ignore´s. Pre´cisons
que le champ brot conserve la magne´tisation Mz du condensat. En pratique, dans
les expe´riences les processus de relaxation dipolaire se traduisent, ne´anmoins, par la
de´croissance du nombre d’atomes total Ntot du condensat [36,80]. Dans notre mode`le,
ces pertes sont prises en compte dans l’e´quation de Gross-Pitaevskii dans un terme
dissipatif.
La section 4.2 est consacre´e a` l’e´tude des dynamiques de spin a` Ntot constant. La
dynamique du syste`me de spins tourne´s hors de l’e´tat d’e´quilibre est de´termine´e par
les interactions de contact et les interactions dipolaires. Pour une rotation θr 6= pi/2,
les dynamiques de spin sont enclenche´es par les interactions dipolaires a` travers un
me´canisme de pre´cession inhomoge`ne du vecteur spin f autour du champ brot. Pour
le cas particulier d’une rotation θr = pi/2, les vecteurs f et brot sont paralle`les : la
pre´cession inhomoge`ne ne peut avoir lieu. Dans ce cas, nous allons montrer qu’un
gradient de champ magne´tique ou un effet Zeeman quadratique est ne´cessaire pour
favoriser le de´veloppement des dynamiques de spin.
Pour aller plus loin, nous avons analyse´ l’e´volution des proprie´te´s magne´tiques
du syste`me. Premie`rement, l’e´volution de la longueur de spin moyenne Π montre une
tendance du syste`me a` se maintenir dans son e´tat ferromagne´tique initial. Ce re´sultat
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est surprenant. En effet, les me´canismes lie´s a` l’interaction dipolaire, aux gradients
de champ magne´tique et a` l’effet quadratique ne conservent pas la longueur de spin.
De plus, la nature des interactions de contact du 52Cr ne favorise pas, du point de vue
e´nerge´tique, l’e´tat ferromagne´tique. Deuxie`mement, l’e´volution de la magne´tisation
totale Mtot met en e´vidence un comportement oscillatoire collectif des spins. Ces deux
observations seront e´tudie´es dans le de´tail dans le chapitre 5.
Pour finir, dans la section 4.3 nous allons pre´senter les re´sultats d’observations
expe´rimentales de dynamiques de populations de spin. Nous allons voir que nos si-
mulations permettent de reproduire ces observations expe´rimentales avec un tre`s bon
accord. En particulier, les simulations vont nous permettre de mettre en e´vidence le
roˆle des interactions dipolaires dans les dynamiques d’e´change de populations de spin
observe´es.
4.1 Condensat spinoriel de chrome soumis a` un
fort champ magne´tique
Dans cette section, on se propose de mode´liser un condensat de Bose-Einstein de
chrome 52Cr de spin f = 3 dans le re´gime de fort champ magne´tique. Les atomes
du condensat sont suppose´s pie´ge´s dans un potentiel optique Uopt(r) et soumis a` un
champ magne´tique B(r). L’e´nergie totale du syste`me s’e´crit
E[ψ] =
∫
dr
∑
m
ψ∗m(r)
[
−~
2∇2
2M + Uopt(r) + qm
2 + c02 n
2
]
ψm(r)
+ gµB
∫
drB(r).F (r)
+
∫
dr
[
c1
2 |F (r)|
2 + c22 |A00(r)|
2 + c32
2∑
M=−2
|A2M(r)|2
]
+ cdd2
∫
dr b(r) · F (r), (4.1)
ou` ψ = (ψm=+3, . . . ,ψm=−3)T est le vecteur fonction d’onde a` 7 composantes note´es
ψm et F = (Fx,Fy,Fz)T est le vecteur densite´ de spin de´fini par l’e´quation (1.98).
Un effet Zeeman quadratique d’origine optique est pris en compte par le parame`tre
q = qopt (e´q. 1.10). Les termes A00 et A2M sont donne´s par (1.100). Les constantes ck
avec k = 0,1,2,3 pour un syste`me de spin f = 3 sont donne´es par les e´quations (1.61)
a` (1.64). Les interactions dipoˆle-dipoˆle interviennent a` travers le champ dipolaire b
de´fini en (1.105).
4.1.1 Mode´lisation du pie`ge optique
Dans le cas d’un laser de profil gaussien, le pie`ge optique Uopt(r) peut eˆtre ap-
proche´ en son centre, ou` l’intensite´ du laser est maximale, par un potentiel harmo-
nique [81]. Le potentiel Uopt prend la forme suivante
Uopt(r) ≈ −UP
[
1− 2(x/w0x)2 − 2(y/w0y)2 − (z/zR)2
]
, (4.2)
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ou` UP est la profondeur du potentiel optique. Les quantite´s w
0
x et w
0
y sont les largeurs
du faisceau laser dans les directions x et y. zR est la longueur de Rayleigh. Dans notre
mode`le, on conside`re un potentiel harmonique de la forme
Uopt(r) =
1
2M
(
ω2xx
2 + ω2yy2 + ω2zz2
)
, (4.3)
ou` M de´signe la masse atomique et ωx,y,z/2pi sont les fre´quences du pie`ge donne´es
par
ωx =
√
4UP/Mw0x2, ωy =
√
4UP/Mw0y2, ωz =
√
2UP/MzR2. (4.4)
4.1.2 Repe`re de Larmor
Dans le repe`re du laboratoire que l’on note (eˆlabx ,eˆlaby ,eˆlabz ), le champ magne´tique
B(r) prend la forme suivante
B(r) = γx(r)eˆlabx + γy(r)eˆlaby + [B0 + γz(r)] eˆlabz , (4.5)
ou` B0 repre´sente la partie homoge`ne et dominante du champ magne´tique dirige´ dans
la direction eˆlabz . Les termes γx(r), γy(r) et γz(r) sont de faibles variations spatiales
du champ magne´tique dans les trois directions spatiales x,y et z. Dans la situation qui
nous occupe 1, la composante homoge`ne B0 du champ magne´tique est de l’ordre de
200 mG. Dans ce re´gime a` fort champ magne´tique, les spins atomiques sont entraˆıne´s
dans une dynamique de pre´cession rapide a` une fre´quence de l’ordre de
ωL/2pi = gµBB0/h ∼ 500 kHz. (4.6)
Dans ce re´gime il s’ave`re commode de travailler dans le repe`re (eˆx,eˆy,eˆz) tournant
a` la fre´quence de Larmor homoge`ne ωL/2pi autour de l’axe z dirige´ suivant eˆlabz .
Avec cette de´finition eˆz = eˆlabz . Dans ce nouveau repe`re, le vecteur fonction d’onde
ψrot = (ψrot+3, . . . ,ψrot−3)T peut eˆtre obtenu a` partir de ψ = (ψ+3, . . . ,ψ−3)T de´fini dans
le repe`re du laboratoire en lui appliquant la matrice de rotation eifzωLt
ψrot(r,t) = eifzωLtψ(r,t), (4.7)
ou` fz est la matrice de spin de´finie par 1.15. Apre`s calcul, cette proce´dure se traduit
par l’ajout d’une phase mωLt aux composantes ψm
ψrotm (r,t) = ψm(r,t) eimωLt . (4.8)
A` partir de (4.8) et de la de´finition (1.98), on obtient les composantes du vecteur
densite´ de spin F rot = (F rotx ,F roty ,F rotz )T dans le repe`re de Larmor
F rot± (r,t) = e±iωLt F±(r,t), (4.9)
ou` F± = Fx ± iFy et F rot± = F rotx ± iF roty . La composante Fz reste inchange´e
F rotz (r,t) = Fz(r,t). (4.10)
1. C’est le cas des expe´riences dont nous allons discuter dans la suite de ce chapitre.
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Dans le repe`re de Larmor, la premie`re et troisie`me ligne de l’e´nergie totale E
(e´q. 4.1) peuvent eˆtre obtenues en remplac¸ant ψm par ψ
rot
m . Les expressions de la
deuxie`me et quatrie`me ligne qui repre´sentent respectivement l’e´nergie Zeeman line´aire
et l’e´nergie dipolaire vont eˆtre modifie´es. Les dynamiques de pre´cessions induites
d’une part par les termes γx,y,z du champ magne´tique, et d’autre part par le champ
dipolaire b sont tre`s lentes compare´es a` la pre´cession de Larmor. Pour cette raison,
dans notre mode`le nous allons remplacer l’e´nergie Zeeman et l’e´nergie dipolaire par
leur moyenne sur une pe´riode de Larmor 2pi/ωL (ss-sect. 4.1.3 et ss-sect. 4.1.4).
4.1.3 E´nergie Zeeman moyenne´e
En remplac¸ant le champ magne´tique B(r) par sont expression (4.5), la partie
line´aire de l’e´nergie Zeeman s’e´crit
Ez [ψ] = gµB
∫
drB(r) · F (r,t)
= gµB2
∫
dr {[γx(r)− iγy(r)]F+(r,t) + [γx(r) + iγy(r)]F−(r,t)
+ 2 [B0 + γz(r)]Fz(r,t)} . (4.11)
En utilisant les e´quations (4.9) et (4.10), l’e´nergie Zeeman se re´crit comme suit
Ez [ψ] =
gµB
2
∫
dr
{
e−iωLt [γx(r)− iγy(r)]F rot+ (r,t) + e+iωLt [γx(r) + iγy(r)]F rot− (r,t)
+ 2 [B0 + γz(r)]F rotz (r,t)
}
. (4.12)
Nous conside´rons des variations spatiales du champ magne´tique de l’ordre de 0.5 mG
sur tout le volume du condensat. Par conse´quent, la pre´cession des spins lie´es a` la
partie inhomoge`ne du champ magne´tique est tre`s lente compare´e a` la pre´cession de
Larmor fixe´e par le champ B0 ∼ 200 mG. Ainsi, pour chaque instant t0, on peut e´crire
F rot± (r,t0 + 2pi/ωL) ≈ F rot± (r,t0) et F rotz (r,t0 + 2pi/ωL) ≈ F rotz (r,t0), (4.13)
ou` 2pi/ωL est la pe´riode de Larmor fixe´e par le champ B0. En utilisant cette dernie`re
approximation, et en moyennant l’e´nergie (4.12) sur une pe´riode 2pi/ωL, les termes
en e±iωLt s’annulent. On obtient
〈Ez [ψ]〉 ≈ ωL2pi
gµB
2
∫ 2pi/ωL
0
dt
∫
dr
{
e−iωLt [γx(r)− iγy(r)]F rot+ (r,t0)
+ e+iωLt [γx(r) + iγy(r)]F rot− (r,t0) + 2 [B0 + γz(r)]Fz(r,t0)
}
, (4.14)
≈ gµB
∫
dr [B0 + γz(r)]F rotz (r,t0). (4.15)
Dans la suite, l’e´nergie Zeeman Ez sera remplace´e par sa moyenne 〈Ez〉 donne´e par
(4.15). Le champ magne´tique ressenti par les atomes dans notre mode`le s’e´crit
Brot(r) = [B0 + γz(r)] eˆz. (4.16)
Sur la taille du condensat (R ∼ 5 µm), on ne retient que les variations line´aires du
champ magne´tique et on ne´glige les termes d’ordres supe´rieurs
γz(r) ≈ γzxx+ γzyy + γzzz, (4.17)
ou` γzx, γzy et γzz sont des gradients.
82
CHAPITRE 4. DYNAMIQUES DE SPINS D’UN CONDENSAT DE CHROME A`
FORT CHAMP MAGNE´TIQUE
4.1.4 E´nergie dipolaire moyenne´e
En utilisant (4.9) et (4.10), l’e´nergie dipolaire donne´e par (1.102) devient
Edd [ψ] =−
√
6pi
5
cdd
2
∫
dr
∫
dr′ 1|r − r′|3
[
Y20(e)√
6
{
4F rotz (r)F rotz (r′)− F rot+ (r)F rot− (r′)
− F rot− (r)F rot+ (r′)
}
+ e−iωLt Y2−1(e)
{
F rot+ (r)F rotz (r′) + F rotz (r)F rot+ (r′)
}
− eiωLt Y21(e)
{
F rot− (r)F rotz (r′) + F rotz (r)F rot− (r′)
}
+ e−2iωLt Y2−2(e)F rot+ (r′)F rot+ (r′) + e2iωLt Y22(e)F rot− (r′)F rot− (r′)
]
, (4.18)
ou` e = (r − r′)/|r − r′|. Y2,0, Y2,±1. Y2,±2 sont les harmoniques sphe´riques d’ordre 2.
Les dynamiques dipolaires sont de l’ordre de cddn/h ∼ 100 Hz, et sont donc beau-
coup plus lentes que la pre´cession de Larmor qui est de l’ordre de ~ωL ∼ 500 kHz.
Dans ce re´gime ou`
cddn/h ~ωL (4.19)
la modification des composantes F rot± de la densite´ de spin par le champ dipolaire b
apre`s un temps correspondant a` une pe´riode de Larmor 2pi/ωL peuvent eˆtre ne´glige´es.
Suivant le meˆme raisonnement que celui de la sous-section pre´ce´dent, on calcule la
moyenne de l’e´nergie dipolaire sur une pe´riode de Larmor. En utilisant (4.13), on
obtient
〈Edd [ψ]〉 ≈ −
√
pi
5
cdd
2
∫
dr
∫
dr′ Y20(e)|r − r′|3
{
4F rotz (r)F rotz (r′)− F rot+ (r)F rot− (r′)
− F rot− (r)F rot+ (r′)
}
(4.20)
≈ cdd2
∫
dr brot(r) · F rot(r), (4.21)
ou` l’on a introduit le champ dipolaire moyenne´ brot et dont les composantes sont
donne´es par
brotν (r) =
∫
dr′
∑
ν′
Qrotνν′(r − r′)F rotν′ (r′), (4.22)
avec ν = x,y,z. Le noyau dipolaire moyenne´ Qrot(r) est de´fini comme suit
Qrotνν′(r) =
√
16pi
5
Y2,0(rˆ)
r3
δνν′ − 3δνzδν′z
2 = −
1− 3rˆ2z
r3
δνν′ − 3δνzδν′z
2 . (4.23)
ou` rˆ = r/r et r = |r|. Notons que l’expression du noyau dipolaire moyenne´ Qrot fait
apparaitre uniquement l’harmonique sphe´rique Y2,0. Par conse´quent, Q
rot
νν′ de´crit des
processus dipolaire qui conservent la magne´tisation Mz (e´q. 1.74). Faisons remarquer
que le noyau dipolaire Qrot peut eˆtre obtenu en posant Y2±1 = 0 et Y2±2 = 0 dans
l’expression (1.78).
Dans la suite de ce travail, l’e´nergie dipolaire Edd sera remplace´e par sa moyenne
〈Edd〉 obtenue en (4.21). Cette approximation a e´te´ introduite initialement 2 pour
les condensats dipolaires par Kawaguchi et al. [34] et permit de faire des pre´dic-
tions sur le de´veloppement de dynamiques de spin lie´es aux interactions dipolaires
2. Voir aussi le livre de magne´tisme nucle´aire de A. Abragam [82]
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(ss-sect. 4.2.2). Signalons ne´anmoins que dans cette approximation les processus de
relaxation dipolaire sont ignore´s. Dans la sous-section suivante, nous allons voir que
la relaxation dipolaire introduit des pertes d’atomes en pre´sence d’un fort champ ma-
gne´tique. Finalement, dans la sous-section 4.1.6 nous allons e´crire l’Gross-Pitaevskii
avec un terme dissipatif qui prend en compte les pertes.
4.1.5 Dynamique dipolaire dissipative
Le traitement des interactions dipolaires pendant l’e´volution dynamique du sys-
te`me demande une attention particulie`re. Rappelons ici que les processus dipolaires
peuvent eˆtre de deux sortes. Des processus a` magne´tisation constante de´crits par le
terme (1.74) et des processus de relaxation de´crits par les termes (1.75) et (1.76). Dans
l’approximation (4.21), nous avons ne´glige´ les processus de relaxation. Ne´anmoins, en
pre´sence d’un champ magne´tique B0, un processus de relaxation de spin d’une paire
d’atomes en collision libe`re une e´nergie magne´tique proportionnelle a` gµBB0 [36,80].
Pour respecter la conservation de l’e´nergie totale, l’e´nergie magne´tique est transfor-
me´e en e´nergie cine´tique.
Processus de relaxation dipolaire exoe´nerge´tiques
Si l’on conside`re une paire d’atomes dans l’e´tat |m1,m2〉, il n’y a que deux sortes
de canaux de relaxation exoe´nerge´tiques : soit c’est seulement l’un des deux atomes
qui change d’e´tat de spin, soit ce sont les deux atomes qui relaxent. En indexant ces
deux canaux par j, on peut e´crire
j = 1 : |m1,m2〉 → |m1 − 1,m2〉 ou |m1,m2 − 1〉 , (4.24)
j = 2 : |m1,m2〉 → |m1 − 1,m2 − 1〉 . (4.25)
L’e´nergie libe´re´e est donne´e pour j = 1,2 par
∆Ej = jgµBB0. (4.26)
Dans le cas que nous conside´rons, cette e´nergie est de l’ordre de ∼ 500 kHz. En
comparaison, la profondeur du pie`ge optique dans le cas des expe´riences que nous
souhaitons mode´liser est de l’ordre de UP ∼ 20 kHz [83]. Par conse´quent, en raison
du gain en e´nergie cine´tique, les deux atomes vont eˆtre e´jecte´s du pie`ge optique.
Coefficient du taux de relaxation dipolaire
Pour deux atomes dans l’e´tat |m1,m2〉 qui diffusent vers l’e´tat |m′1,m′2〉 le change-
ment des densite´s nm1 et nm2 , qui accompagne cet e´ve´nement, est donne´ par
dnm1
dt =
dnm2
dt = −K
m1m2
m′1m
′
2
nm1nm2 , (4.27)
ou` Km1m2m′1m′2 est un coefficient associe´ aux taux de transitions par interaction dipolaire,
et a l’unite´ d’un volume divise´ par un temps. L’expression de Km1m2m′1m′2 est obtenue a`
partir de la re`gle d’or de Fermi
Km1m2m′1m′2 = σ
m1m2
m′1m
′
2
vi, (4.28)
84
CHAPITRE 4. DYNAMIQUES DE SPINS D’UN CONDENSAT DE CHROME A`
FORT CHAMP MAGNE´TIQUE
ou` vi est la vitesse initiale de la paire d’atomes. La section efficace totale σ
m1m2
m′1m
′
2
peut
eˆtre calcule´e dans le cadre de l’approximation de Born. Pour plus de de´tails de calculs,
le lecteur peut consulter le livre de C.J. Pethick et H.Smith [44] et la re´fe´rence [80].
Le coefficient Km1m2m′1m′2 est donne´e par
3
Km1m2m′1m′2
= 8pi15
(
cddM
~2
)2
vf
2∑
∆m=−2
| 〈m1,m2|Σ2,∆m|m′1,m′2〉 |2. (4.29)
Les tenseurs Σ2,∆m sont de´finis par les e´quations (1.74) a` (1.76). Dans (4.29) vf est
la vitesse finale de la paire d’atomes qui de´pend du champ magne´tique B0 a` travers
l’e´nergie libe´re´e ∆Ej (e´q. 4.26). La vitesse vf est donne´e par
vf =
√
4∆Ej/M. (4.30)
Les e´tats de spin initiaux et finaux a` deux atomes doivent eˆtre syme´trise´s comme
suit :
m1 = m2 et m′1 6= m′2 : |m1,m2〉 →
1√
2
(|m′1,m′2〉+ |m′2,m′1〉) , (4.31)
m1 6= m2 et m′1 = m′2 :
1√
2
(|m1,m2〉+ |m2,m1〉)→ |m′1,m′2〉 , (4.32)
m1 6= m2 et m′1 6= m′2 :
1√
2
(|m1,m2〉+ |m2,m1〉)→ 1√2 (|m
′
1,m
′
2〉+ |m′2,m′1〉).
(4.33)
Pour ces e´tats syme´trise´s, le coefficient du taux de transition que l’on note Sm1m2m′1m′2
peut eˆtre de´duit a` partir de Km1m2m′1m′2 . Pour les processus exoe´nerge´tiques avec j = 1
(e´q. 4.24), on obtient
m1 = m2 et m′1 6= m′2 : Sm1m2m′1m′2 = 2×K
m1m2
m′1m
′
2
, (4.34)
m1 6= m2 et m′1 = m′2 : Sm1m2m′1m′2 = 2×K
m1m2
m′1m
′
2
, (4.35)
m1 6= m2 et m′1 6= m′2 : Sm1m2m′1m′2 = K
m1m2
m′1m
′
2
. (4.36)
Pour les processus exoe´nerge´tiques avec j = 2 (e´q. 4.25), on obtient
m1 = m2 et m′1 = m′2 : Sm1m2m′1m′2 = K
m1m2
m′1m
′
2
, (4.37)
m1 6= m2 et m′1 6= m′2 : Sm1m2m′1m′2 = K
m1m2
m′1m
′
2
. (4.38)
Taux de dissipation total
Premie`rement, pour obtenir le changement totale de la densite´ n, il convient de
remplacer dans l’e´quation (4.27), le coefficient Km1m2m′1m′2 par S
m1m2
m′1m
′
2
, puis sommer sur
m1,m2,m
′
1 et m
′
2. On obtient
dn
dt = −2
∑
m1m2
βrdm1m2nm1nm2 . (4.39)
3. Nos calculs sont en accord avec [80] et diffe`rent d’un facteur 4pi du re´sultat donne´ dans [44].
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Le facteur 2 est ajoute´ pour tenir compte du fait que deux atomes sont perdus. Le
coefficient de relaxation dipolaire βrdm1m2 est de´finit comm suit
βrdm1m2 =
∑
m′1m
′
2
Sm1m2m′1m′2 . (4.40)
Apre`s la somme sur m′1 et m
′
2, on obtient
βrd '
(
cddM
2~2
)2√
gµBB0
M

111.80 93.34 90.40 87.89 75.76 54.00 22.62
93.34 126.26 99.57 91.19 80.18 62.35 37.70
90.40 99.57 105.41 90.33 80.30 65.27 45.24
87.89 91.19 90.33 85.30 81.14 62.76 45.24
75.76 80.18 80.30 81.14 75.99 71.57 37.70
54.00 62.35 65.27 62.76 71.57 61.54 45.24
22.62 37.70 45.24 45.24 37.70 45.24 0

(4.41)
Finalement, pour obtenir le taux de dissipation total, on inte`gre l’e´quation locale
(4.39) sur tout le volume du condensat. Soit,
Γrd = −2
∑
m1m2
∫
drβrdm1m2nm1nm2 . (4.42)
4.1.6 E´quation de Gross-Pitaevskii modifie´e
Nous allons a` pre´sent e´crire l’e´quation dynamique du syste`me. Dans l’expression
de l’e´nergie totale E (e´q. 4.1), l’e´nergie Zeeman line´aire Ez et l’e´nergie dipolaire Edd
sont remplace´es par leur moyenne 〈Ez〉 (e´q. 4.15) et 〈Edd〉(e´q. 4.21). La dissipation
de l’e´nergie due a` la perte d’atomes est prise en compte en ajoutant « a` la main » le
terme −i~Γrd.
E[ψ]− i~Γrd =
∫
dr
∑
m
ψrot∗m
[
−~
2∇2
2M + Uopt + qm
2 + c02 n
2
]
ψrotm
+ gµB
∫
dr [B0 + γz(r)]F rotz .
+
∫
dr
[
c1
2 |F
rot|2 + c22 |A
rot
00 |2 +
c3
2
2∑
M=−2
|Arot2M|2
]
+ cdd2
∫
dr brot · F rot − 2i~
∑
m1m2
∫
drβrdm1m2nm1nm2 . (4.43)
Dans cette dernie`re expression Arot00 et A
rot
2M sont obtenus a` partir de l’e´quation (1.100)
en e´crivant ψm = ψrotm e−imωLt (e´q. 4.8). L’e´quation de Gross-Pitaevskii avec perte
s’obtient comme suit
i~
∂ψm
∂t
= δ (E − i~Γrd)
δψ∗m
. (4.44)
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En utilisant l’e´quation (4.8), on obtient
i~
∂ψrotm
∂t
+ gµBB0ψrotm =
δ (E − i~Γrd)
δψrot∗m
. (4.45)
Afin d’alle´ger les notations, l’exposant « rot » sera omis dans la suite. Ne´anmoins,
nous allons conserver la notation « brot » afin de distinguer le champ dipolaire effectif
moyenne´ brot (e´q. 4.22), du champ dipolaire effectif b (e´q. 1.105). Apre`s quelques
e´tapes de calcul, on obtient
i~
∂ψm
∂t
=
[
−~
2∇2
2M + Uopt + gµBγz + qm
2 + c0n
]
ψm
+ c1
∑
m′
F .fmm′ψm′ + c2
(−1)3−m√
7
A00ψ
∗
−m
+ c3
2∑
M=−2
∑
m′
〈F ,M|3,m; 3,m′〉A2Mψ∗m′
+ cdd
∑
m′
brot.fmm′ψm′ − 4i~
∑
m′
βrdmm′nm′ψm. (4.46)
ou` 〈F ,M|3,m; 3,m′〉 sont les coefficients de Clebsch-Gordan.
4.2 Dynamiques de spin d’un condensat ferroma-
gne´tique
On conside`re un condensat de 52Cr dans l’e´tat fondamental ferromagne´tique. Les
spins sont aligne´s dans la direction −eˆz et occupent l’e´tat de spin m = −3. La
fonction d’onde vectorielle du condensat ferromagne´tique polarise´ est note´e ψF =
(0,0,0,0,0,0,
√
n)T.
Partons de cet e´tat initial, nous allons exciter le syste`me afin d’enclencher des
dynamiques de spin. Notre expe´rience consiste a` de´vier les spins de leur direction
initiale d’un angle θr ∈ ]0,pi/2] autour de l’axe y. Cette proce´dure est sche´matise´e
sur la figure 4.1. Apre`s rotation, tous les spins sont oriente´s dans la direction eˆf =
− sin θreˆx − cos θreˆz. Pour un angle de rotation θr fixe´, les fonctions d’ondes ψm sont
de´termine´es par 
ψ+3
ψ+2
ψ+1
ψ0
ψ−1
ψ−2
ψ−3

=

sin6 θ2
−
√
3
2 sin
4 θ
2 sin θ√
15
16 sin
2 θ
2 sin
2 θ
−
√
5
16 sin
3 θ√
15 sin2 θ2 cos
4 θ
2
−√6 sin θ2 cos5 θ2
cos6 θ2

√
n (4.47)
Cette dernie`re expression est obtenue en appliquant la matrice de rotation e−ifyθ sur
le vecteur de l’e´tat fondamental ferromagne´tique ψF. La matrice de spin fy est de´finie
par l’e´quation (1.14).
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y
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x
y
z
f
θr
(b)
Figure 4.1 – La figure (a) montre l’orientation des spins dans l’e´tat fondamental : tous
les pins sont oriente´s dans la direction −eˆz. La figure (b) montre l’orientation des spins a`
t = 0 ms.
4.2.1 Calcul de l’e´tat fondamental ferromage´ntique
Dans la sous-section 1.5.2 du premier chapitre, nous avons vu que l’e´tat fonda-
mental d’un condensat de 52Cr pie´ge´ est ferromagne´tique si le champ magne´tique
applique´ est de l’ordre de 0.1 mG. Dans le re´gime que nous conside´rons ici, le champ
magne´tique est largement dominant (B0 ∼ 200 mG). Dans ce cas, l’e´tat fondamen-
tal ferromagne´tique peut eˆtre obtenu nume´riquement en minimisant l’e´nergie dans le
sous-espace de spin m = −3. Dans ce sous-espace, l’e´nergie totale est donne´e par
E [ψ] =
∫
drψ∗−3(r)
[
−~
2∇2
2M + Uopt(r)− 3gµBB0 +
1
2g6|ψ−3(r)|
2
+ 92cdd
∫
dr′Qzz(r − r′)|ψ−3(r′)|2
]
ψ−3(r), (4.48)
ou` g6 est la constante d’interaction de contact (e´q. 1.33). Qzz est le noyau dipolaire
dans le cas ou` les spins sont polarise´s dans la meˆme direction (e´q. 1.69). Notons
que l’e´tat fondamental est calcule´ sans prendre en compte les variations spatiales
du champ magne´tique. En effet, sans modifier l’e´tat fondamental, la pre´sence d’un
gradient va avoir l’effet de de´caler le condensat du centre de la grille de calculs. Du
point de vue nume´rique, cet effet n’est pas souhaitable.
Pour les simulations nous conside´rons un potentiel harmonique de fre´quences
ωx/2pi = 298 Hz, ωy/2pi = 245 Hz et ωz/2pi = 210 Hz. Sur la figure 4.2 nous avons
porte´ trois coupes de la densite´ de l’e´tat fondamental suivant les trois axes x, y et z
du pie`ge. La densite´ centrale est de n0 ' 2,51× 10−20 m−3 pour un nombre d’atomes
total de Ntot = 38× 103.
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4.2.2 Comportements dynamiques attendus
Au premier chapitre, nous avons vu que l’interaction de contact entre deux atomes
de´pend du spin total F des deux atomes, mais ne de´pend pas de l’orientation de leurs
spins (sect. 1.2). A` cause de cette syme´trie de rotation, si l’e´tat initial est polarise´
dans m = −3, les processus de contact dans l’e´tat tourne´ sont de´termine´s uniquement
par la longueur de diffusion a6 du canal de spin total F = 6. Comme toutes les paires
d’atomes sont dans un e´tat propre de l’Hamiltonien de contact, aucune dynamique
lie´e aux interactions de contact de´pendantes du spin n’est attendue.
A` l’oppose´, les interactions dipolaires brisent cette syme´trie de rotation et couplent
le spin total F = 6 de l’e´tat ferromagne´tique aux e´tats de spin total F = 4. En
raison de ce couplage, on peut s’attendre dans l’e´tat tourne´ a` des effets dipolaires
qui s’accompagnent de dynamiques de populations de spin. Ce couplage peut aussi
entraine´s une alte´ration de la nature ferromagne´tique du condensat, et par conse´quent
favoriser les dynamiques de population par interaction de contact de´pendante du spin
qui font intervenir a6 et a4.
En plus des interactions, le gradient de champ magne´tique et l’effet quadratique
peuvent influer sur la dynamique du condensat. Pour voir comment tous ces effets
font sortir le syste`me de son e´tat stationnaire et favorisent l’observation de dynamique
de spin, il s’ave`re commode d’utiliser l’e´quation hydrodynamique du spin introduite
au premier chapitre. En e´crivant F = nf , l’e´quation (1.114), e´crite dans le repe`re de
Larmor, devient
∂(nfν)
∂t
+∇. (nvspinν ) = gµB~ n (γz eˆz × f)ν + cdd~ n (brot × f)ν
+ 2q
~
n (eˆz ×N z)ν , (4.49)
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Figure 4.2 – Densite´ totale de l’e´tat fondamental. Les trois courbes repre´sentes des coupes
de densite´ suivant les trois axes x, y et z du pie`ge. La densite´ centrale n0 ' 2,51×1020 m−3.
Le nombre d’atomes total est Ntot = 38× 103. Les fre´quences du potentiel harmonique sont
ωx/2pi = 298 Hz, ωy/2pi = 245 Hz et ωz/2pi = 210 Hz.
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ou` N est le tenseur ne´matique de´fini par l’e´quation (1.116). Le flux de spin nvν est
donne´ par l’e´quation (1.115).
A` pre´sent, regardons l’effet des diffe´rents termes de l’e´quation (4.49) :
• L’interaction dipolaire de´saligne les spins dans le plan perpendiculaire a` brot
sous la condition
brot(r,t)× f(r,t) 6= 0⇔ brot(r,t) ∦ f(r,t). (4.50)
Initialement, les spins sont oriente´s de fac¸on uniforme suivant eˆf = − sin θeˆx −
cos θeˆz. En calculant le champ dipolaire brot a` t = 0 ms, on obtient
brot(r)× f(r) = −12
∫
dr′1− (e · eˆz)
2
|r − r′|3 n(r
′) [−3f cos θreˆz × f(r)] , (4.51)
ou` l’on a remplace´ fz(r′) par −f cos θr. L’expression (4.51) montre que les effets
dipolaires sont absents pour un pivotement maximal des spins correspondant
a` un angle θr = pi/2. Pour des rotations interme´diaires θr 6= pi/2, le champ
dipolaire brot introduit a` t = 0 une pre´cession inhomoge`ne des spins dans le
plan transverse
brot(r,t = 0)× f(r,t = 0) ⊥ eˆz. (4.52)
Dans le meˆme temps, cette pre´cession inhomoge`ne va modifier le champ brot.
On peut donc s’attendre a` un de´veloppement de textures de spin complexe dans
le condensat.
• Le champ magne´tique γz(r) de´saligne aussi les spins dans le plan transverse par
pre´cession inhomoge`ne
gµB/~ (γz(r)eˆz × f(r,t)) ⊥ eˆz. (4.53)
En de´salignant les spins, ce qui va avoir comme conse´quence de modifier l’orien-
tation locale de brot, le champ γz pourrait favoriser les effets dipolaires pour
θr = pi/2.
• L’effet quadratique q peut modifier 4 la norme de |f±| = |fx± ify|, tout en gar-
dant la composante fz constante. Par conse´quent, la longueur de spin locale |f |
peut e´voluer (de´croitre) et favoriser des dynamiques de spin qui font intervenir
les diffe´rentes longueurs de diffusion aF (interactions de contact de´pendantes
du spin).
4.2.3 Development de textures de spin
Nous allons a` pre´sent e´tudier les dynamiques de spin en re´solvant nume´riquement
l’e´quation de Gross-Pitaevskii. Nous allons pre´senter des re´sultats pour θr = pi/4 et
θr = pi/2. Afin de simplifier cette e´tude, nous allons travailler a` nombre d’atomes
constants. Cela veut dire qu’on ne´glige l’action de la relaxation dipolaire qui induit
des pertes du nombre d’atomes total. Ces effets seront discute´s dans la section 4.3.
4. L’effet quadratique agit e´galement sur le tenseur ne´matique N [57]. En particulier, pour
t ∼ 0 ms on a Nzy ∼ (q/2) sin θrt.
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Rotation des spins d’un angle θr = pi/4
On s’inte´resse ici a` la dynamique du syste`me apre`s une rotation globale des spins
d’un angle θr = pi/4 a` t = 0 ms. Nous avons vu pre´ce´demment que cette configu-
ration est favorable au de´veloppement de dynamiques de spin de nature dipolaire
(ss-sect. 4.2.2). Pour distinguer des effets dipolaires, on pose
γz(r) = 0 et q = 0. (4.54)
Pour commencer, analysons le comportement des spins au de´but de l’e´volution
dynamique. Sur la figure 4.3 on a porte´ la projection du vecteur f dans le plan trans-
verse pour t = 1.5 ms (fig. 4.3). Les deux sous-figures montrent une modification non
uniforme de l’orientation locale des spins dans le plan transverse. Pre´cisons qu’en
l’absence d’interaction dipolaire (cdd = 0), le condensat reste dans un e´tat station-
naire. La pre´cession des spins refle`te donc la nature non uniforme du champ dipolaire
brot.
2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3.0
(a) t = 0 ms (b) t = 1.5 ms
Figure 4.3 – Projection du vecteur spin f dans le plan xy a` t = 0 ms (a) et t = 1.5 ms
(b). L’e´chelle de couleur indique la longueur local du spin |f(x,y,0)|. Sur ces deux figures,
on observe les effets dipolaires dans le syste`me aux temps courts. Calculs re´alise´s pour un
condensat de 52Cr avec N = 38 × 103 dans un pie`ge harmonique de fre´quences ωx/2pi =
298 Hz, ωy/2pi = 245 Hz et ωz/2pi = 210 Hz. Pour ces simulation, θr = pi/4, γz = 0 et q = 0.
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Sur la figure 4.4, on a repre´sente´ la projection du vecteur f dans le plan xz pour
t = 7 ms (fig. 4.4b) et t = 15 ms (fig. 4.4c). Les deux sous-figures montrent le de´velop-
pement de textures de spin complexes. En particulier, on observe que la l’e´volution
de l’orientation locale des spins s’accompagne d’une diminution de la longueur locale
des spins |f |. Autrement dit, la nature ferromagne´tique du syste`me est alte´re´e au fur
et a` mesure de l’e´volution dynamique.
Pour avoir une information globale sur l’e´volution de la nature ferromagne´tique
du syste`me, on calcule l’e´volution de la longueur de spin moyenne Π (e´q. 1.126), ainsi
que la magne´tisation totale par atomes Mtot que l’on de´finit comme suit
Mtot =
√
〈Fx〉2 + 〈Fy〉2 + 〈Fz〉2, (4.55)
ou` 〈Fν〉 =
∫
drFν(r)/N . Dans le cas d’une orientation uniforme des spins, on a
l’e´galite´ Mtot = Π. Dans le cas ge´ne´ral 0 ≤Mtot 6 Π.
L’e´volution de Mtot et Π est porte´e sur la figure 4.5. La courbe rouge montre que
Mtot e´volue entre une valeur maximale, qui indique une orientation des spins quasi-
uniforme, et une valeur minimale qui refle`te un de´salignement des spins. L’e´volution
de Π (courbe bleue) montre une alte´ration progressive de l’e´tat ferromagne´tique pen-
dant l’e´volution dynamique de syste`me. Il est inte´ressant de noter que la diminution
2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3.0
(a) t = 0 ms (b) t = 7 ms (c) t = 14 ms
Figure 4.4 – Projection du vecteur spin f dans le plan xz. L’e´chelle de couleur indique
la longueur locale du spin |f(x,0,z)|. Les figure montrent l’e´volution des textures de spin.
Calculs re´alise´s pour un condensat de 52Cr avec N = 38 × 103 dans un pie`ge harmonique
de fre´quences ωx/2pi = 298 Hz, ωy/2pi = 245 Hz et ωz/2pi = 210 Hz. Pour ces simulation,
θr = pi/4, γz = 0 et q = 0.
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Figure 4.5 – E´volution de la longueur de spin moyenne Π (courbe bleue) et de la magne´-
tisation totale Mtot (courbe rouge). Ce re´sultat montre que la variation maximale de Π est
infe´rieur a` 5%. Calculs re´alise´s pour un condensat de 52Cr avec N = 38 × 103 dans un
pie`ge harmonique de fre´quences ωx/2pi = 298 Hz, ωy/2pi = 245 Hz et ωz/2pi = 210 Hz. Pour
ces simulation, θr = pi/4, γz = 0 et q = 0.
de Π reste relativement faible Π(t) & 2,87. Cela correspond a` une variation maximale
infe´rieure a` 5%. Cette observation sugge`re une persistance locale de la nature ferroma-
gne´tique. Rappelons ici que les processus dipolaires ne conservent pas ne´cessairement
la nature ferromagne´tique du condensat. D’autre part, du point de vue e´nerge´tique les
interactions de contact du 52Cr ne favorisent pas l’e´tat ferromagne´tique (sect. 1.5). La
persistance du ferromagne´tique est donc surprenante. On s’inte´ressera aux conditions
de cette persistance au chapitre 5.
Rotation des spins d’un angle θr = pi/2
A` pre´sent, nous allons analyser le comportement dynamique du syste`me pour un
pivotement des spins d’un angle θr = pi/2. Cette configuration n’est pas favorable au
de´clenchement de dynamiques de spin par un me´canisme dipolaire (ss-sect. 4.2.2).
Nume´riquement, on ve´rifie que le champ dipolaire brot a` t = 0 ms est paralle`le au
vecteur spin f en chaque point r du condensat : tous les spins sont oriente´s dans la
direction −eˆx, tandis que les lignes du champ dipolaire sont oriente´es localement dans
les directions ±eˆx. Pour γz = 0 et q = 0, on observe nume´riquement un comportement
stationnaire. Dans ce cas, on soumet le condensat a` l’action d’un gradient de champ
magne´tique. Pour simplifier, on prend γzx 6= 0 et γzy = γzy = 0. La partie inhomoge`ne
du champ magne´tique pris en compte s’e´crit
γz(r)eˆz = γzxxeˆz. (4.56)
Dans nos simulations, on prend γzx = 36 mG cm−1. Ainsi, le long de l’axe x, le
condensat de rayon R ∼ 4 µm est soumis a` une variation de champ magne´tique
de l’ordre de ∼ 0.03 mG.
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La projection du vecteur f dans le plan xy, apre`s 2 ms d’e´volution dynamique,
est porte´e sur la figure 4.6a. Sur cette figure on observe une pre´cession inhomoge`ne
des spins le long de l’axe x sous l’effet du gradient γzx. A` cause de cette pre´cession
inhomoge`ne, le champ dipolaire brot e´volue. La modification du champ dipolaire est
montre´e sur la figure 4.6b. En comparant les deux figures, on constate la formation
de re´gions ou` le champ dipolaire n’est plus paralle`le au vecteur spin. Ces re´sultats
montrent comment le gradient rend possible l’action des interactions dipolaires. No-
tons que le gradient favorise aussi le de´veloppement de dynamiques de spin lie´es au
processus d’interaction de contact de´pendant du spin. Nous reviendrons sur ce point
dans la suite (sect. 4.3.1).
Le de´veloppement des textures de spin dans le plan xz est montre´ par la figure
4.7. Pour distinguer le roˆle des interactions des effets induits par le gradient, nous
re´alisons une deuxie`me simulation ou` l’on efface les effets des interactions de´pendantes
du spin. Pour ce faire, on pose lors de l’e´volution dynamique cdd = 0, ce qui annule
l’interaction dipolaire. On e´gale aussi toutes les longueurs de diffusions a` a6. De cette
fac¸on, on conserve la valeur de c0 = 4pi~2a6/M qui de´termine la densite´ de l’e´tat
0 0.05 0.10 0.15 0.20
(a) t = 2 ms (b) t = 2 ms
Figure 4.6 – La figure (a) repre´sente la projection du vecteur spin f dans le plan transverse
apre`s 2 ms d’e´volution. La figure (b) montre l’e´volution du champ dipolaire brotxy projete´ dans
le meˆme plan. On observe que le de´salignement des spins modifie localement le champ dipo-
laire. L’e´chelle de couleur du fond indique le module du champ dipolaire |brotxy |/max
(|brot|).
Calculs re´alise´s pour un condensat de 52Cr avec N = 3.8× 103 dans un pie`ge harmonique
de fre´quences ωx/2pi = 298 Hz, ωy/2pi = 245 Hz et ωz/2pi = 210 Hz. Pour ces simulations,
θr = pi/2, γzx = 36 mG cm−1, γzy = γzz = 0 et q = 0.
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fondamental, et on efface les processus d’interaction de contact de´pendants du spin
c1,2,3 = 0. Pour ces deux situations, la projection de f dans le plan xz, apre`s 8 ms
d’e´volution, sont porte´s sur la figure 4.7 :
• Pour cdd 6= 0 et c1,2,3 6= 0, les figures 4.7a et 4.7b montrent l’apparition de
textures complexes. Ces textures e´voluent dans le temps. En particulier, autour
de l’axe central x = 0 µm, plusieurs re´gions de longueur de spin diffe´rentes se
succe`dent.
• Pour cdd = 0 et c1,2,3 = 0, les figures 4.7c et 4.7d montrent la pre´cession in-
homoge`ne des spins suivant l’axe x cause´e par le gradient γzx. Par un effet
me´canique le gradient de´cale les composantes de spin m = +3,...,− 3 d’un cote´
ou de l’autre de l’axe x selon leur e´tat de spin positif ou ne´gatif. Ce me´canisme
explique l’observation d’une longueur de spin f < 3 au centre, et qui augmente
continuellement en se rapprochant des bords.
En dernie`re analyse, on s’inte´resse a` la modification de la nature magne´tique du
condensat pour les deux situations de´crites pre´ce´demment. On a porte´ sur la figure 4.8
l’e´volution de la longueur de spin moyenne Π (courbes bleues) et de la magne´tisation
totale Mtot (courbes rouges) :
• Pour cdd 6= 0 et c1,2,3 6= 0, la courbe bleue pleine montre une tre`s faible modifica-
tion de la longueur de spin moyenne Π(t) > 2,9. L’e´volution maximale de Π est
infe´rieure a` 5%. Cela indique que la nature ferromagne´tique persiste pendant la
dynamique. L’e´volution de Mtot, porte´e sur la courbe rouge pleine, met en e´vi-
dence un comportement oscillatoire : le syste`me oscille entre une configuration
ou` l’orientation des spins est pratiquement homoge`ne et une configuration ou` les
spins sont fortement de´saligne´s. A` partir de cette courbe, on peut extraire une
fre´quence d’oscillation ωs/2pi ' 62 Hz. Faisons remarquer que cette fre´quence
est infe´rieure aux fre´quences du potentiel de pie´geage ωs < ωx,y,z.
• Pour cdd = 0 et c1,2,3 = 0, la courbe bleue en traitille´es montre une nette
alte´ration de l’e´tat ferromagne´tique. La variation maximale de Π est d’environ
40%. Dans ce cas, l’e´volution de Mtot,porte´e sur la courbe rouge en traitille´s,
ne pre´sentent pas d’oscillations re´gulie`res.
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Figure 4.7 – Projection du vecteur spin f dans le plan xz. Les figures montrent l’e´volution
des textures de spin pour cdd 6= 0 (a et b) et c1,2,3 6= 0 et pour cdd = 0 et c1,2,3 = 0 (c
et d). L’e´chelle de couleur indique la longueur locale du spin |f(x,0,z)|. Calculs re´alise´s
pour un condensat de 52Cr avec N = 38 × 103 dans un pie`ge harmonique de fre´quences
ωx/2pi = 298 Hz, ωy/2pi = 245 Hz et ωz/2pi = 210 Hz. Pour ces simulations, θr = pi/2,
γz = 0 et q = 0.
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Figure 4.8 – E´volution de la longueur de spin moyenne Π (courbes bleues) et de la ma-
gne´tisation totale Mtot (courbes rouges). Ce re´sultat montre que la variation maximale de
Π est infe´rieur a` 5%. Calculs re´alise´s pour un condensat de 52Cr avec N = 3.8× 103 dans
un pie`ge harmonique de fre´quences ωx/2pi = 298 Hz, ωy/2pi = 245 Hz et ωz/2pi = 210 Hz.
Pour ces simulations γzx = 36 mG cm−1, γzy = γzz = 0 et q = 0.
4.2.4 Conclusion
Nos calculs nume´riques pour le cas θr = pi/4 montrent un de´veloppement ins-
tantane´ de textures de spin. Ces dynamiques sont amorce´es par un me´canisme de
pre´cession inhomoge`ne induit par le champ dipolaire brot. Plus ge´ne´ralement, il est
possible de ve´rifier nume´riquement que des textures de spin se de´veloppent pour tout
angle rotation θr 6= pi/2 [34]. Pour le cas particulier d’un angle de rotation θr = pi/2,
nous avons montre´ la pre´sence d’un gradient du champ magne´tique favorise le de´ve-
loppement de dynamiques de spin en rendant possible l’action des interactions.
Dans ce travail, nous avons mis une e´vidence une persistance de la nature ferroma-
gne´tique initiale du condensat. Cette persistance est indique´e par une faible variation
de la longueur de spin moyenne du condensat. De manie`re ge´ne´rale, les processus
dipolaires ne conservent pas la nature ferromagne´tique (ss-sect. 4.2.2). Avec des ar-
guments e´nerge´tiques, nous avons vu que la nature des interactions de contact dans le
cas d’un condensat de 52Cr (c1 > 0), ne favorise pas l’e´tat ferromagne´tique (sect. 1.5).
Finalement, nous avons montre´ que le gradient de champ magne´tique induit une forte
alte´ration de la nature ferromagne´tique (fig. 4.8). La persistance du ferromagne´tisme
est donc inattendue.
Finalement, nos calculs pour θr = pi/2 ont mis en e´vidence un comportement
oscillatoire des spins. Cette observation indique la pre´sence d’oscillations collectives
de spin et qui sont caracte´rise´es par une fre´quence infe´rieure aux fre´quences du pie`ge
ωs < ωx,yz.
Ces deux derniers points seront discute´s dans le de´tail au chapitre 5 dans le cadre
d’un mode`le de fluide ferromagne´tique.
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4.3 Comparaison aux mesures expe´rimentales
Dans cette section, nous allons comparer les simulations du mode`le de´veloppe´
a` la section 4.1 avec des re´sultats d’expe´riences re´elles re´alise´es au sein du groupe
du LPL. Dans ces expe´riences, la partie homoge`ne B0 du champ magne´tique est au
minimum de l’ordre de 200 mG. A priori, ce re´gime rentre parfaitement dans le cadre
d’application de notre mode`le. Pour une densite´ centrale de n0 = 2.51 × 10−20 m−3,
le rapport entre l’e´nergie magne´tique et l’e´nergie dipolaire est de l’ordre de
cddn0
gµBB0
∼ 2× 10−4. (4.57)
Pour des raisons expe´rimentales, notamment pour tenter de minimiser l’effet qua-
dratique q induit par le syste`me optique, la direction du champ magne´tique, dans le
repe`re du laboratoire, peut changer d’une expe´rience a` une autre. Pour plus de de´tails
sur ces re´alisations expe´rimentales, le lecteur est invite´ a` consulter le manuscrit de
the`se de Bruno Naylor [83]. Inde´pendamment de l’orientation du champ magne´tique,
dans l’e´tat fondamental, les spins sont toujours oriente´s dans la direction oppose´e
au champ magne´tique. La direction de ce champ magne´tique ne change pas durant
l’expe´rience.
Pour simplifier la pre´sentation, la direction du champ magne´tique sera toujours
note´e eˆz. Pre´cisons que nos simulations se conforment a` chaque configuration expe´ri-
mentale. Premie`rement, ces modifications concernent la direction des spins de l’e´tat
fondamental ferromagne´tique dans le repe`re du laboratoire. Pour chaque expe´rience,
nous calculons l’e´tat fondamental en prenant en compte le nombre d’atomes mesure´s
expe´rimentalement et la direction du champ magne´tique par rapport au repe`re du la-
boratoire. Deuxie`mement, rappelons que la forme du champ dipolaire brot de´pend de
la direction du champ magne´tique. Cette modification est prise en compte dans nos
simulations durant l’e´volution dynamique du syste`me. Pour chaque expe´rience nous
disposons de mesures expe´rimentales des gradients γzx, γzy et γzz. La valeur pre´cise
de l’effet quadratique n’est pas connue expe´rimentalement. Sa valeur est comprise
dans l’intervalle
|q|/h 25 Hz. (4.58)
Sauf mention contraire, pour nos calculs on pose q = 0 Hz. Finalement rappelons
que dans notre mode`le, la de´croissance du nombre d’atomes a` cause de la relaxation
dipolaire est prise en compte dans l’e´quation de Gross-Pitaevskii a` travers le terme
βrd ∝ √B0.
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4.3.1 Rotation des spins d’un angle θr = pi/4
Dans cette sous-section, nous allons pre´senter les re´sultats obtenus pour une rota-
tion de spin d’un angle θr = pi/4. Du point de vue expe´rimental, les gradients γzx,γzy
et γzz et l’effet quadratique sont minimise´s au mieux afin de distinguer le roˆle des
interactions. Dans nos simulations, nous prenons en compte les valeurs des gradients
suivantes
γzx = 3.57 mG cm−1, γzy = −3.57 mG cm−1 et γzz = −1.79 mG cm−1 (4.59)
Le champ magne´tique pris en compte dans le terme de perte de l’e´quation de Gross-
Pitaevskii est de B0 = 190 mG.
Dynamiques des populations de spin
La figue 4.9 montre l’e´volution du nombre d’atomes totale Ntot et des fractions
Pm = Nm/Ntot des populations de spin m = +3, . . . , − 3. Les courbes pleines pre´-
sentent les re´sultats de nos calculs nume´riques et les courbes en pointille´s pre´sentent
les mesures expe´rimentales. Cette figure montre un tre`s bon accord entre simulations
et expe´riences. En particulier, on constate sur la figure 4.9b que les pertes d’atomes
attribue´es aux processus de la relaxation dipolaire sont parfaitement prises en compte
dans notre mode`le. Sur la figure 4.9a on observe des e´changes de populations entre
les e´tats de spin m = −2 et m = −3 sous forme d’oscillations qui s’atte´nuent pro-
gressivement. Les autres populations de spin sont faiblement modifie´es.
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Figure 4.9 – La figure (a) montre l’e´volution des fractions Pm des 7 populations de spin
apre`s un rotation d’un angle θr = pi/4. La figure (b) montre l’e´volution du nombre d’atomes
total Ntot du condensat. Sur les deux figures, les courbes en pointille´es repre´sentent les
mesures expe´rimentales avec les barres d’erreur associe´es. Pour ces simulations, θr = pi/4,
γzx = 3.57 mG cm−1, γzy = −3.57 mG cm−1, γzz = −1.79 mG cm−1, q = 0 Hz et B0 =
190 mG. Calculs re´alise´s pour un condensat de 52Cr avec Ntot(0) = 38× 103 dans un pie`ge
harmonique de fre´quences ωx/2pi = 298 Hz, ωy/2pi = 245 Hz et ωz/2pi = 210 Hz.
100
CHAPITRE 4. DYNAMIQUES DE SPINS D’UN CONDENSAT DE CHROME A`
FORT CHAMP MAGNE´TIQUE
Effet des processus de relaxation dipolaire
On attribue l’atte´nuation des oscillations d’e´change entre P−2 et P−3 au processus
de pertes qui modifient de fac¸on ine´gale les populations de spin : un atome dans l’e´tat
de spin m = −2 a plus de chance d’eˆtre e´jecte´ du pie`ge optique qu’un atome dans
l’e´tat de spin m = −3. Rappelons qu’une paire d’atomes dans l’e´tat m = −3 ne subit
pas de relaxation dipolaire (e´q. 4.41). Par conse´quent, rapidement un e´cart important
est cre´e´ entre les deux fractions P−2 et P−3 en faveur de P−3.
Nous avons re´aliser une deuxie`me simulation dans les meˆmes conditions, mais
dans laquelle le nombre d’atomes Ntot reste constant le long de la dynamique. Les
re´sultats d’e´volution des fractions P−2 et P−3 sont pre´sente´s sur la figure 4.11 en
courbes traitille´es. Pour la commodite´, nous avons repris sur la meˆme figure les re´-
sultats de la premie`re simulation re´aliste et les re´sultats expe´rimentaux. Pour Ntot
constant, on observe clairement la persistance des oscillations d’e´changes entre les
deux populations de spin.
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Figure 4.10 – E´volution des fractions P−2 et P−3. Les re´sultats des simulations sont pre´-
sente´es en lignes pleine dans le cas ou` −iΣrd (B0) 6= 0 et en lignes traitille´es dans le
cas ou` −iΣrd (B0) = 0. Les courbes en pointille´es repre´sentent les mesures expe´rimen-
tales avec les barres d’erreur associe´es. En l’absence de pertes d’atomes, les populations des
deux e´tat oscillent a` la meˆme fre´quences ωs/2pi ' 100Hz  ωpiège. Pour ces simulations,
θr = pi/4, γzx = 3.57 mG cm−1, γzy = −3.57 mG cm−1, γzz = −1.79 mG cm−1, q = 0 Hz et
B0 = 190 mG. Calculs re´alise´s pour un condensat de 52Cr avec Ntot(0) = 38× 103 dans un
pie`ge harmonique de fre´quences ωx/2pi = 298 Hz, ωy/2pi = 245 Hz et ωz/2pi = 210 Hz.
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Effet des interactions sur les dynamiques des populations
Nous re´alisons deux simulations supple´mentaires. Dans la premie`re, nous effac¸ons
les effets dipolaires en posant cdd = 0. Dans la deuxie`me, nous effac¸ons les effets des
interactions de contact de´pendantes de spin en posant a0,2,4 = a6, soit c1,2,3 = 0.
Pour ces deux simulations, le nombre d’atomes total Ntot est garde´ constant durant
la dynamique. L’e´volution de la fraction P−3 est pre´sente´e sur la figure 4.11. Sur la
meˆme figure, nous avons aussi porte´ en ligne pleine l’e´volution de P−3 pour cdd 6= 0
et c1,2,3 6= 0 :
• Pour cdd = 0 et c1,2,3 6= 0 , la courbe en pointille´s montre que P−3 est pratique-
ment inchange´e. Cette faible e´volution est favorise´e par le gradient du champ
magne´tique. Notons que les gradients pris en compte sont tre`s faibles.
• Pour cdd 6= 0 et c1,2,3 = 0, la courbe en traitille´s montre une dynamique de pure-
ment dipolaire. Ne´anmoins, cette dynamique est tre`s diffe´rente de celle observe´e
pour cdd 6= 0 et c1,2,3 6= 0 (ligne pleine). Ces re´sultats montrent que l’interaction
dipolaire joue un roˆle de´clencheur. Ne´anmoins, l’e´volution des dynamiques de
populations est fortement modifie´e par les processus d’interactions de contact
de´pendantes du spin.
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Figure 4.11 – E´volution de la faction P−3 avec Ntot constant. Courbe pleine : cdd 6= 0
et c1,2,3 6= 0. Courbe pointille´e : cdd = 0 et c1,2,3 6= 0. Courbe traitille´e : cdd 6= 0 et
c1,2,3 = 0. Pour ces simulations, θr = pi/4, γzx = 3.57 mG cm−1, γzy = −3.57 mG cm−1,
γzz = −1.79 mG cm−1, q = 0 Hz et B0 = 190 mG. Calculs re´alise´s pour un condensat de
52Cr avec Ntot(0) = 38 × 103 dans un pie`ge harmonique de fre´quences ωx/2pi = 298 Hz,
ωy/2pi = 245 Hz et ωz/2pi = 210 Hz.
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4.3.2 Rotation des spins d’un angle θr = pi/2
Dans cette sous-section nous traitons le cas particulier d’un angle de rotation
θr = pi/2. Nous allons pre´senter deux cas de figure en fonction du gradient du champ
magne´tique.
Premier cas : re´gime de faibles gradients
Pour cette expe´rience, les gradients et l’effet quadratique sont minimise´s du point
de vue expe´rimental. Les valeurs des gradients prises en compte dans nos calculs sont
γzx = 3.57 mG cm−1, γzy = −3.57 mG cm−1 et γzz = −1.79 mG cm−1 (4.60)
Le champ magne´tique pris en compte dans le terme de pertes de l’e´quation de Gross-
Pitaevskii est de B0 = 190 mG.
Les mesures expe´rimentales des populations de spin et de l’e´volution du nombre
d’atomes total du condensat sont pre´sente´es su la figure 4.12 par des courbes en
lignes pointille´es. Cette figure montre de tre`s faibles modifications des fractions Pm
qui indiquent l’absence de dynamiques de spin. Ces re´sultats sont compatibles avec
nos simulations qui ne pre´voient aucune dynamique de spin dans ce cas particulier.
Nous attribuons les faibles modifications des populations a` la pre´sence d’un effet
quadratique faible, mais non nulle. Nous avons re´alise´ plusieurs simulations en variant
l’effet quadratique dans l’intervalle 0 Hz . q/h  25 Hz. D’apre`s nos simulations
l’effet quadratique devrait eˆtre proche de q ∼ 6 Hz. Cette valeur est obtenue en
minimisant le χ2 en les donne´es expe´rimentales et les calculs nume´riques.
Deuxie`me cas : re´gime de fort gradients
Pour cette expe´rience, les gradients sont minimise´s uniquement suivant les axes x
et z. Les valeurs prises en compte dans nos calculs sont
γzx = 2.55 mG cm−1, γzy = −3.32 mG cm−1 et γzz = 51 mG cm−1 (4.61)
Le champ magne´tique pris en compte dans le terme de perte de l’e´quation de Gross-
Pitaevskii est de B0 = 348 mG.
L’e´volution des fractions Pm sont porte´s sur la figure 4.13. Comme on peut le
constater sur les sous-figures, nos simulations (lignes pleines) sont en tre`s bon accord
avec les mesures expe´rimentales (lignes pointille´es). Le seul parame`tre ajustable dans
nos simulations est l’effet quadratique. Les calculs pre´sente´s sur la figure prennent
en compte un effet quadratique q = 6 Hz obtenu en minimisant le χ2. Notons que
pour q/h = 0 Hz, nos simulations sont en bon accord avec les expe´riences. Ces re´-
sultats montrent que la pre´sence d’un gradient de champ magne´tique relativement
fort favorise le de´veloppement des dynamiques de population. Ce re´sultat rejoint les
conclusions de la section pre´ce´dente (ss-sect. 4.2.4).
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Figure 4.12 – Les figures a a` d montrent l’e´volution des fractions Pm(t) des 7 popula-
tion de spin apre`s un rotation d’un angle θr = pi/2. La figure e montre l’e´volution du
nombre d’atomes totale Ntot(t) du condensat. Sur les deux figures, les courbes en poin-
tille´es repre´sentent les mesures expe´rimentales avec les barres d’erreur associe´es. Pour
la simulation, nous avons pris en compte les valeurs des gradients γzx = 3.57 mG cm−1,
γzy = −3.57 mG cm−1, γzz = 1.79 mG cm−1, q = 6 Hz et B0 = 190 mG. Calculs re´alise´s
pour un condensat de 52Cr avec Ntot(0) = 38×103 dans un pie`ge harmonique de fre´quences
ωx/2pi = 298 Hz, ωy/2pi = 245 Hz et ωz/2pi = 210 Hz.
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Figure 4.13 – Les figures (a) a` (d) montrent l’e´volution des fractions Pm(t) des 7 po-
pulations de spin apre`s un rotation d’un angle θr = pi/2. La figure (e) montre l’e´volu-
tion du nombre d’atomes totale Ntot(t) du condensat. La figure (f) donne l’effet quadra-
tique q qui minimise le χ2. Dans toutes ces figures, les courbes en pointille´es repre´sentent
les mesures expe´rimentales avec les barres d’erreur associe´es. Pour la simulation, nous
avons pris en compte les valeurs des gradients γzx = 2.55 mG cm−1, γzy = 51 mG cm−1,
γzz = −3.22 mG cm−1, q = 6 Hz et B0 = 348 mG. Calculs re´alise´s pour un condensat de
52Cr avec Ntot(0) = 38 × 103 dans un pie`ge harmonique de fre´quences ωx/2pi = 298 Hz,
ωy/2pi = 245 Hz et ωz/2pi = 210 Hz.
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Effets des interactions de´pendantes du spin.
Nous avons re´alise´ des simulations en effac¸ant l’effet des interactions de contact
ou des interactions dipolaires. Pour ces simulations Ntot constant. On conside`re ici le
cas du fort gradient traite´ pre´ce´demment. L’e´volution de la fraction P0 et l’e´volution
de la longueur de spin moyenne Π sont porte´es, respectivement, sur les figures 4.14a
et 4.14b :
• Pour cdd = 0 et c1,2,3 6= 0 les re´sultats sont pre´sente´s avec des courbes en
pointille´es. Dans ce cas, on observe une variation significative de la fraction P0.
La variation maximal de P0 est d’environ 70%. L’e´volution de Π correspondante
est faible et est infe´rieur a` 5%.
• Pour cdd 6= 0 et c1,2,3 = 0, les re´sultats sont pre´sente´s avec des courbes en
traitille´s. Dans ce cas, on observe une variation maximale de P0 d’environ 15%
accompagne´ d’une variation maximale de Π d’environ 30%.
• Finalement, en comparant ces re´sultats aux cas ou` cdd 6= 0 et c1,2,3 6= 0 (courbes
pleines), on constante que les dynamiques des populations sont essentiellement
domine´es par les interactions de contact. Aussi, la comparaison entre ces re´sul-
tats montre que la nature ferromagne´tique du condensat est mieux conserve´e en
pre´sence des interactions de contact, et moins bonne en pre´sence d’interactions
dipolaires. Cette dernie`re observation sugge`re que les interactions de contact
sont a` l’origine de la persistance du ferromagne´tisme.
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Figure 4.14 – E´volution de P0 (a) et de Π(b). Courbe pleine : cdd 6= 0 et c1,2,3 6= 0.
Courbe pointille´e : cdd = 0 et c1,2,3 6= 0. Courbe traitille´e : cdd 6= 0 et c1,2,3 = 0. Pour ces
simulations, θr = pi/2, γzx = 2.55 mG cm−1, γzy = −3.32 mG cm−1, γzz = 51 mG cm−1,
q = 0 Hz et B0 = 348 mG. Calculs re´alise´s pour un condensat de 52Cr avec Ntot(0) =
38 × 103 dans un pie`ge harmonique de fre´quences ωx/2pi = 298 Hz, ωy/2pi = 245 Hz et
ωz/2pi = 210 Hz.
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4.3.3 Conclusion
De la comparaison entre les simulations et les expe´riences, il en ressort un tre`s
bon accord. L’e´quation de Gross-Pitaevskii augmente´e d’un terme de perte permet
de comprendre les dynamiques de populations observe´es expe´rimentalement.
Pour θr = pi/4 et cdd=0, nous avons montre´ que la pre´sence de gradients de champ
magne´tique faibles ne permet pas d’expliquer les dynamiques observe´es expe´rimen-
talement. Pour cdd 6= 0, nous avons un tre`s bon accord avec l’expe´rience qui nous a
permis de confirmer la nature dipolaire des dynamiques observe´es. En dernier, nous
avons montre´ que l’e´volution des populations de´pend fortement des interactions de
contact. Pour cdd=0.
Pour θr = pi/2, nous avons pre´sente´ des re´sultats a` faible et a` fort gradient.
Dans les deux cas, les simulations permettent d’expliquer les dynamiques observe´es
expe´rimentalement. En pre´sence de faibles gradients, l’e´volution des populations de
spin est faible. En pre´sence d’un gradient fort, nous avons observe´ une variation
significative des populations de spin. Nous avons montre´ que ces dynamiques sont
essentiellement domine´es par les interactions de contact. Finalement, nous calculs
nume´riques montrent une meilleure conservation de la nature ferromagne´tique en
pre´sence d’interaction de contact. Ce re´sultat va eˆtre confirme´ au chapitre suivant.
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Chapitre 5
Protection du ferromagne´tisme et
modes collectifs de spin dans un
ferrofluide
Au chapitre pre´ce´dent, consacre´ a` l’e´tude des dynamiques de spin a` fort champ
magne´tique, nous avons mis en e´vidence deux comportements nouveaux. Premie`re-
ment, nous avons observe´ une tendance du condensat a` conserver sa nature ferroma-
gne´tique durant l’e´volution dynamique. Deuxie`mement, nous avons observe´ un com-
portement oscillatoire collectif des spins. Ces deux observations sont analyse´es dans
ce pre´sent chapitre. Notons que dans ce travail, nous ne´gligeons l’interaction dipolaire
(cdd = 0). Les effets dipolaires sur les oscillations de spin seront brie`vement discute´s
a` la fin du chapitre.
Dans la section 5.1, nous allons introduire un mode`le de fluide quantique incom-
pressible. Nous allons notamment discuter les limites de ce mode`le, puis e´crire les
e´quations dynamiques du vecteur spin f et de la longueur de spin |f |.
La section 5.2 est consacre´e a` la persistance du ferromagne´tisme. Nous allons
conside´rer un syste`me de densite´ uniforme soumis a` l’effet d’un gradient de champ
magne´tique. Pour le cas particulier du spin f = 1, nous a allons montrer que la
persistance du ferromagne´tisme peut s’expliquer par une compe´tition entre l’e´nergie
cine´tique introduite par le gradient du champ magne´tique ∇γz et l’e´nergie ferroma-
gne´tique |c1|n. Cette condition s’e´crit comme suit
(gµB∇γz)2
M
T 2  2|c1|n, (5.1)
ou` T est la dure´e de l’e´volution dynamique.
La section 5.3 est consacre´e aux oscillations collectives de spins dans un conden-
sat pie´ge´. On supposera que la nature ferromagne´tique du condensat est parfaitement
conserve´e durant l’e´volution dynamique (ferrofluide). En re´solvant l’e´quation dyna-
mique de f pour des oscillations de spin de faibles amplitudes, on obtient des modes
avec des fre´quences de l’ordre de
ωs = ~/Mσ2  ωx,y,z, (5.2)
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ou` σ est la taille du condensat. En particulier, on note que le mode de plus basse
e´nergie est caracte´rise´ par la fre´quence ωs qui est infe´rieure aux fre´quences du potentiel
harmonique ωx,y,z.
Des oscillations de spin caracte´rise´es par la fre´quence ωs ont e´te´ observe´es expe´ri-
mentalement dans le groupe du LPL [38]. Ces re´sultats expe´rimentaux sont pre´sente´s
a` la fin de la section.
5.1 Mode`le d’un fluide quantique incompressible
Nous avons vu au premier chapitre que la description d’un condensat de Bose-
Einstein peut se faire a` l’aide d’un ensemble d’e´quations hydrodynamiques. Nous
allons dans cette section conside´rer cette approche pour de´crire la dynamique d’un
fluide quantique incompressible. Apre`s avoir discute´ les limites de ce mode`le, nous
allons e´crire l’e´quation dynamique de l’e´volution du spin f , puis obtenir l’e´quation
dynamique de la longueur de spin locale |f | du syste`me.
5.1.1 Un fluide incompressible
Nous conside´rons un condensat ferromagne´tique polarise´ suivant l’axe z par appli-
cation d’un fort champ magne´tique. Le syste`me est de´crit dans le repe`re de Larmor.
Nous ne´gligeons les effets dipolaires (cdd = 0), et l’on suppose que le syste`me est
soumis a` un gradient de champ magne´tique. On s’inte´resse ici a` des dynamiques de
spin qui n’affectent pas le profil de densite´ totale n du condensat. Cela revient a` faire
l’hypothe`se d’un fluide incompressible 1 [68]
∂
∂t
n(r,t) ≈ 0. (5.3)
Pour que cette hypothe`se soit ve´rifie´e, il est au moins ne´cessaire que les e´chelles
d’e´nergies des ondes de spin ∝ ck 6=0 n, soit largement infe´rieure a` l’e´chelle d’e´nergie
des ondes de densite´ ∝ c0n [42, 64, 68]. En particulier, pour un syste`me dans l’e´tat
ferromagne´tique, les e´nergies d’interactions de contact lie´es aux parame`tres ck>1 sont
nulles (sect. 1.5). Dans ces conditions, on peut s’attendre a` ce que les dynamiques de
spin ne soient de´crites initialement que par le parame`tre c1. Ainsi, pour que l’hypo-
the`se (5.3) soit ve´rifie´e, il est au moins ne´cessaire d’avoir
c1/c0  1. (5.4)
Par exemple, pour un condensat d’atomes de chrome, en utilisant les valeurs de c0 et
c1 donne´es dans le tableau 1.2, on trouve
c1/c0 ∼ 0.06. (5.5)
Pre´cisons que dans nos simulations nume´riques (Gross-Pitaevskii), nous avons bien
constate´ que dans le cas d’un condensat ferromagne´tique non dipolaire, les dyna-
miques de spin sont domine´es par les processus de´crit par c1 (annexe C). Nous avons
1. A` strictement parler, pour un fluide incompressible il faut avoir ∂n/∂t = 0 et ∇n = 0.
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aussi constate´ que l’hypothe`se (5.3) est ve´rifie´e. Dans la suite de ce chapitre, nous
allons faire l’hypothe`se suivante
c2
2
∫
dr|A00|2 ≈ 0 et c32
∫
dr
2∑
M=−2
|A2M|2 ≈ 0. (5.6)
5.1.2 E´quation hydrodynamique du spin
L’e´quation de continuite´ (1.111) liant la densite´ au flux de masse nv, applique´e a`
un fluide quantique incompressible donne
∂
∂t
n(r,t) = ∇ · [n(r,t)v(r,t)] ≈ 0. (5.7)
La vitesse de masse v est de´finie par l’e´quation (1.112). La vitesse v et lie´e a` la vitesse
de spin vν de´finie en (1.112) par la relation suivante [57]
vν(r) = fνv − ~
M
[
1
4fν × (∇fν) +
∑
η
N η × (∇N η)
]
, (5.8)
ou` fν sont les composantes du vecteur spin f de´finies par (1.123) et N est le ten-
seur ne´matique de´fini par l’e´quation (1.116). En utilisant les e´quations (5.7) et (5.8),
l’e´quation hydrodynamique du vecteur spin f (e´q. 4.49) en pre´sence d’un champ ma-
gne´tique inhomoge`ne γz(r) devient
∂f
∂t
+ v · ∇fν = f ×
[
~
4M
(∇n
n
· ∇
)
f + ~4M∇
2f − gµB
~
γz eˆz
]
+
∑
η
N η ×
[
~
M
(∇n
n
· ∇
)
N η + ~
M
∇2N η
]
, (5.9)
Pre´cisons que dans l’e´quation (4.49) nous avons aussi pose´ q = 0 et cdd = 0.
5.1.3 E´quation d’e´volution de la longueur de spin locale
En e´crivant |f |2 = f · f , on en de´duit
∂
∂t
|f(r,t)|2 = 2f(r,t) · ∂
∂t
f(r,t) (5.10)
Dans l’approximation du fluide incompressible discute´e pre´ce´demment, l’e´volution de
f est donne´e par (5.9). En multipliant (produit scalaire) cette e´quation par f , les
termes du cote´ droit de la premie`re ligne s’annulent. Ainsi, l’e´quation dynamique de
la longueur de spin (5.10) dans le cas d’un fluide incompressible devient
∂
∂t
|f(r,t)|2 = 2f(r,t) ·K(r,t) (5.11)
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ou` les composantes du vecteur K sont donne´es par
Kν = v · ∇fν + ~
M
∑
µλη
νµλ
[
Nˆµη
(∇n
n
· ∇Nˆλη
)
+ Nˆµη∇2Nˆλη
]
. (5.12)
Cette e´quation est valable pour un syste`me de spin f . Elle montre que l’e´volution
de la longueur de spin est lie´e d’une part au de´veloppement de flux de masse v
et des textures de spin ∇fν et d’autre part aux inhomoge´ne´ite´s des fluctuations de
spin de´crites par ∇Nˆνµ et ∇2Nˆνµ. Notons que dans les e´quations (5.11) et (5.12) les
inhomoge´ne´ite´s spatiales du champ magne´tique γz(r) susceptibles de faire e´voluer la
longueur de spin locale, n’apparaissent pas de fac¸on explicite. Dans la section suivante,
nous allons voir comment la pre´cession inhomoge`ne des spins en pre´sence de γz(r) va
avoir tendance a` modifier la longueur du spin localement.
5.2 Protection du ferromagne´tisme
Dans cette section, nous allons proposer une interpre´tation de la persistance fer-
romagne´tique observe´e durant le de´veloppement des dynamiques de spins e´tudie´es
au chapitre 4. Nous traitons ici le cas d’un fluide incompressible de densite´ totale
spatialement uniforme n, et nous ne´gligeons les effets dipolaires (cdd = 0). A` t = 0
le syste`me est ferromagne´tique. Dans ces conditions, le de´veloppement des dyna-
miques de spin est favorise´ par la pre´sence d’un gradient de champ magne´tique ∇γz
(sect. 4.2). En partant de l’e´quation de Gross-Pitaevskii d’un syste`me de spin f , nous
allons obtenir les e´quations dynamiques des densite´s nm et des phases ϕm associe´es
de chaque e´tat de spin m. Puis, pour le cas particulier de f = 1, nous allons obtenir
l’e´quation dynamique de |f | qui fait apparaitre explicitement les effets du gradient.
A` la fin, nous allons aboutir a` une condition du persistance de ferromagne´tisme.
5.2.1 Syste`me de densite´ uniforme de spin f
Pour comprendre le me´canisme de la persistance du ferromagne´tisme nous allons
conside´rer un syste`me spatialement uniforme en densite´. Nous e´crivons la densite´
totale n en introduisant le densite´ de chaque e´tat de spin nm comme suit
n =
∑
m
nm(t). (5.13)
Notons que dans ce mode`le les densite´s nm peuvent e´voluer et donner lieu a` des
dynamiques de spin tout en gardant inchange´e la densite´ totale n du condensat.
En associant a` chaque composante de spin une phase ϕm, nous e´crivons les 2f + 1
fonctions d’onde ψum du syste`me uniforme comme suit
ψum(t) =
√
nm(t) eiϕm(t) . (5.14)
Nous nous limitons ici a` l’e´tude d’un syste`me soumis a` l’effet d’un champ magne´tique
spatialement inhomoge`ne γz(r)eˆz. Ce champ magne´tique introduit une pre´cession
inhomoge`ne permanente des spins. Plus pre´cise´ment, apre`s un temps t les spins su-
bissent, sous l’effet de γz, une rotation d’un angle gµBγz(r)t/~ autour de l’axe z.
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Il est commode, dans ce cas, de prendre en compte cette pre´cession inhomoge`ne en
introduisant le vecteur fonction d’onde ψ obtenu comme suit
ψ(r,t) = e−igµBγz(r)fzt/~ψu(t). (5.15)
Ainsi, en utilisant la de´finition de la matrice de spin fz, on obtient
ψm(r,t) =
√
nm(t) eiφm(r,t) . (5.16)
De cette fac¸on, la de´pendance spatiale introduite par γz est absorbe´e dans les phases
φm(r,t) donne´es par
φm(r,t) = ϕm(t)− gµBmγz(r)t/~. (5.17)
Notons que la densite´ de chaque e´tat de spin reste spatialement inde´pendante
nm(t) = |ψum(t)|2 = |ψm(r,t)|2. (5.18)
La dynamique de ce syste`me est re´git par l’e´quation de Gross-Pitaevskii rappele´e ici
dans le cas d’un syste`me homoge`ne et sans interactions dipolaires
i~
∂ψm
∂t
=
(
−~
2∇2
2M + gµBγzm
)
ψm +
∑
m2m′1m
′
2
Cmm2m′1m′2ψ
∗
m2ψm′2ψm′1 , (5.19)
ou` le tenseur d’interaction de contact est de´fini par (1.43).
E´quations d’e´volution de des densite´s nm et des phases ϕm
Nous allons pour commencer obtenir les e´quations d’e´volution des densite´s nm et
des phases ϕm. Pour ce faire, on introduit (5.16) dans (5.19). En utilisant l’expression
(5.17), on obtient
i~
2
∂nm
∂t
− ~nm∂ϕm
∂t
=
∑
m2m′1m
′
2
Cmm2m′1m′2
(
nmnm′1nm′2nm2
)1/2 e−i(ϕm−ϕm′1−ϕm′2+ϕm2 )
+ nm
(gµBm∇γz)2
2M t
2. (5.20)
Notons que le dernier terme a` droite de cette e´quation qui fait apparaˆıtre le gradient
du champ magne´tique ∇γz a pour origine le terme cine´tique de l’e´quation de Gross-
Pitavskii (5.19). Pre´cisons que, pour obtenir l’e´quation (5.20), il faut prendre en
compte la conservation de la projection du spin dans les e´changes par interaction de
contact
m+m2 = m′1 +m′2. (5.21)
La partie re´elle de (5.20) nous donne l’e´volution des phases ϕm
~
∂ϕm
∂t
= − 1
nm
∑
m2m′1m
′
2
Cmm2m′1m′2
(
nmnm′1nm′2nm2
)1/2 cos (ϕm − ϕm′1 − ϕm′2 + ϕm2)
− (gµBm∇γz)
2
2M t
2. (5.22)
113
CHAPITRE 5. PROTECTION DU FERROMAGNE´TISME ET MODES
COLLECTIFS DE SPIN DANS UN FERROFLUIDE
De la meˆme manie`re, en prenant la partie imaginaire de (5.20) nous obtenons l’e´vo-
lution des densite´s nm
~
∂nm
∂t
= −2
∑
m2m′1m
′
2
Cmm2m′1m′2
(
nmnm′1nm′2nm2
)1/2 sin (ϕm − ϕm′1 − ϕm′2 + ϕm2) . (5.23)
Apre`s sommation sur m2,m
′
1 et m
′
2, les combinaisons de phases qui apparaissent dans
le terme en cosinus pour l’e´quation (5.22) et le terme en sinus pour l’e´quation (5.23)
seront fixe´es par le tenseur Cmm2m′1m′2 . Avec l’approximation (5.6) , nous pouvons e´crire
Cmm2m′1m′2 ≈ c0δmm′1δm2m′2 + c1
∑
ν
(fν)mm′1(fν)m2m′2 . (5.24)
Notons que cette dernie`re expression est exacte dans le cas d’un syste`me de spin
f = 1. L’e´volution des phases ϕm obtenue en (5.22) devient
~
∂ϕm
∂t
= −(gµBm∇γz)
2
2M t
2 − c0n− c1mFz
− c1
nm
∑
m′
Rmm′ (nmnm−1nm′+1nm′)1/2 cos (ϕm − ϕm−1 − ϕm′+1 + ϕm′)
− c1
nm
∑
m′
Rm′m (nmnm+1nm′−1nm′)1/2 cos (ϕm − ϕm+1 − ϕm′−1 + ϕm′) ,
(5.25)
ou` l’on a introduit la matrice R ainsi de´finie
Rmm′ =
1
2 [(f −m+ 1)(f +m)(f −m
′ + 1)(f −m′)]1/2 . (5.26)
De la meˆme fac¸on, en utilisant (5.24) et (5.26), l’e´quation (5.23) devient
~
∂nm
∂t
= −2c1
∑
m′
Rmm′ (nmnm−1nm′+1nm′)1/2 sin (ϕm − ϕm−1 − ϕm′+1 + ϕm′)
− 2c1
∑
m′
Rm′m (nmnm+1nm′−1nm′)1/2 sin (ϕm − ϕm+1 − ϕm′−1 + ϕm′) . (5.27)
E´quations d’e´volution de la longueur de spin locale
Pour un syste`me de densite´ homoge`ne, les composantes du vecteur K de´fini en
(5.12) se simplifient du fait que ∇n = 0.
Kν = v · ∇fν + ~
M
∑
µλη
νµλNˆµη∇2Nˆλη. (5.28)
Ainsi, l’e´quation (5.10) devient
∂
∂t
|f(r,t)| = 1|f(r,t)|
[∑
ν
fν (v · ∇fν) + ~
M
∑
νµλη
νµλfνNˆµη∇2Nˆλη
]
. (5.29)
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En utilisant (5.16), les composantes du vecteur f s’e´crivent
fν =
1
n
∑
mm′
√
nmnm′(fν)mm′ e−i(φm−φm′ ) , (5.30)
De la meˆme manie`re, en utilisant la de´finition de la vitesse de masse v (e´q. 1.112),
on montre que
nv = ~
M
∑
m
nm∇φm. (5.31)
En utilisant ces deux dernie`re expressions, on montre le premier terme a` droite de
(5.29) s’annule ∑
ν
fν (v · ∇fν) = 0. (5.32)
Cette dernie`re relation peut eˆtre obtenue aussi a` partir de la relation de Mermin-
Ho [17,57] qui de´crit la rotation du courant de masse.
Finalement, pour un syste`me homoge`ne de spin f , l’e´volution de la longueur de
spin locale est donne´e par
∂
∂t
|f(r,t)| = 1|f(r,t)|
~
M
∑
νµλη
νµλfνNˆµη∇2Nˆλη. (5.33)
5.2.2 Syste`me de densite´ uniforme de spin f = 1
Dans cette sous-section, nous allons appliquer les re´sultats des deux sous-sections
pre´ce´dentes pour un syste`me a` trois composantes de spin m = ±1 et m = 0.
5.2.3 E´quations d’e´volution des densite´s nm et des phases ϕm
Les e´quations d’e´volution des phases ϕ±1 et ϕ0 s’obtiennent en sommant sur m′ =
−1,0,1 dans l’e´quation (5.25)
~
∂ϕ±1
∂t
= −c0n− c1
(
±n1 + n0 ∓ n−1 +
√
n∓1
n±1
n0 cosϕr
)
− (gµB∇γz)
2
2M t
2, (5.34)
~
∂ϕ0
∂t
= −c0n− c1 (n1 + n−1 + 2√n1n−1 cosϕr) . (5.35)
Le second terme des e´quations (5.34) et (5.35) fait apparaˆıtre la combinaison de phase
ϕr = ϕ1 − 2ϕ0 + ϕ−1. (5.36)
E´crivant d’emble´e l’e´quation d’e´volution ϕr a` partir des e´quations (5.34) et (5.35), on
obtient
~
∂ϕr
∂t
= 2c1
(
n1 − n0 + n−1 − n0(n1 + n−1)− 4n1n−12√n1n−1 cosϕr
)
− (gµB∇γz)
2
M
t2. (5.37)
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De la meˆme manie`re que ce qui pre´ce`de, en sommant sur m′ = −1,0,1 dans l’e´quation
(5.27) nous obtenons aise´ment les e´quations suivantes pour l’e´volution des densite´s
m±1 et m0
~
∂n±1
∂t
= −2c1n0√n1n−1 sinϕr, (5.38)
~
∂n0
∂t
= 4c1n0
√
n1n−1 sinϕr. (5.39)
E´quation d’e´volution de la longueur de spin locale
Pour ce syste`me de spin f = 1, la longueur de spin locale peut eˆtre obtenue en
utilisant (1.124) et (5.16) comme suit
|f(t)| = 1
n
[
(n1 − n−1)2 + 2n0(n−1 + n1) + 4(n−1n20n1)1/2 cosϕr
]1/2
. (5.40)
Afin de faire apparaˆıtre explicitement l’effet du gradient ∇γz sur l’e´volution de la
longueur de spin, on injecte (5.40) dans (5.33). On obtient l’e´quation dynamique
suivante
∂
∂t
|f(t)| = 2A(t)(gµB∇γz)
2
M~
sinϕr(t)t2, (5.41)
ou` A est donne´e par
A = 1
n
[
n−1n20n1
(n1 − n−1)2 + 2n0(n−1 + n1) + 4(n−1n20n1)1/2 cosϕr
]1/2
. (5.42)
Notons que l’e´quation (5.41) peut eˆtre aussi obtenue en de´rivant (5.40) par rapport
au temps et en utilisant l’e´quation de ϕr obtenue pre´ce´demment en (e´q. 5.37).
Oscillations de phase de faibles amplitudes
A` pre´sent, nous allons re´soudre l’e´quation de la phase relative ϕr (e´q. 5.37) en
conside´rant des perturbations de faibles amplitudes. Pour ce faire, on pose
n(t) = nm(0) + δnm(t), (5.43)
ϕr(t) = ϕr(0) + δϕr(t), (5.44)
ou` nm(0) et ϕr(0) sont, respectivement, la densite´ de l’e´tat de spin m et la phase
relative a` t = 0. En particulier, on conside`re un e´tat initial obtenu par une rotation
collective des spins d’un angle 0 < θr ≤ pi/2 a` partir d’une configuration ferroma-
gne´tique polarise´e suivant l’axe z. Sans perte de ge´ne´ralite´, on conside`re une rotation
autour de l’axe y. Cet e´tat initial correspond a` la configuration des spins e´tudie´e au
chapitre pre´ce´dent. La densite´ dans chaque e´tat de spin, apre`s une rotation de θr est
donne´e par  n+1(0)n0(0)
n−1(0)
 = n2
 2 sin4(θr/2)sin2 θr
2 cos4(θr/2)
 . (5.45)
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La condition initiale sur la phase relative ϕr peut eˆtre obtenue a` partir de l’expression
de la longueur de spin locale (e´q. 5.40). A` t = 0, et a` n±1 et n0 fixe´es, le syste`me
e´tant ferromagne´tique la phase ϕr doit prendre une valeur qui maximise la longueur
de spin soit
ϕr(0) = 0. (5.46)
Notons que cette phase relative est de´finie a` 2pi pre`s. Ajoutons que pour un syste`me
antiferromagne´tique (polaire) ϕr doit prendre une valeur qui minimise la longueur de
spin, soit dans ce cas ϕr(0) = pi a` 2pi pre`s. En substituant l’expression (5.43) dans les
e´quations (5.38) et (5.39), on obtient
~
∂δn±1
∂t
' −14c1 sin
4 θrn
2δϕr, (5.47)
~
∂δn0
∂t
' 12c1 sin
4 θrn
2δϕr. (5.48)
De la meˆme manie`re, substituant l’expression (5.44) dans l’e´quation d’e´volution ϕr
(e´q. 5.37), on obtient
∂δϕr
∂t
' 4c1sin2 θr
[
δn1 tan2
(
θr
2
)
− δn0 + δn−1 cot2
(
θr
2
)]
− (gµB∇γz)
2
M
t2. (5.49)
Finalement, en prenant la de´rive´e de cette dernie`re e´quation et en utilisant les e´qua-
tions (5.47) et (5.48), on retrouve pour δϕr une e´quation qui de´crit des oscillations a`
une fre´quence ωr/2pi avec un terme d’excitation Γ(t)
∂2δϕr
∂t2
+ ω2r δϕr ' Γ(t). (5.50)
La fre´quence des oscillations de´pend de la constante d’interaction c1
~ωr = 2|c1|n. (5.51)
La fonction Γ(t) est lie´e au gradient ∇γz
Γ(t) = −2(gµB∇γz)
2
M~
t. (5.52)
La solution ge´ne´rale de l’e´quation diffe´rentielle (5.50) est donne´e par
δϕr(t) = −2(gµB∇γz)
2
M~ω2r
t+ λ1 cos(ωrt) + λ2 sin(ωrt), (5.53)
ou` λ1 et λ2 sont des constantes re´elles. Pour ∇γz = 0, la solution
δϕr(t) = λ1 cos(ωrt) + λ2 sin(ωrt), (5.54)
correspond a` des petites oscillations de la phase relative a` la fre´quence ωr/2pi =
2c1n/h. Notons que 2c1n correspond au gap e´nerge´tique du mode de de´formation
obtenu par l’analyse de Bogoliubov (e´q. 2.98). Pour ∇γz 6= 0, la phase relative ϕr
s’e´carte progressivement de sa valeur initiale a` cause du premier terme a` droite de
l’e´quation (5.53).
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Condition de persistance du ferromagne´tisme
Ce qui nous inte´resse ici est de de´terminer un re´gime dans lequel la nature de
ferromagne´tique du condensat persiste au bout d’un temps de´volution dynamique T .
Pour ce faire, on inte`gre (5.41) entre t = 0 et t = T . On obtient
|f(T )| ' 1 + 2(gµB∇γz)
2
M~
∫ T
0
dtA(t) sinϕr(t)t2, (5.55)
ou` l’on a utilise´ le fait que |f(t = 0)| = 1. En utilisant (5.45) on peut ve´rifier que
pour ϕr = δϕr  1, on a A ∼ 1. En inte´grant (5.55) pour T  2pi/ωr, les oscillations
de ϕr peuvent eˆtre ne´glige´es. On obtient,
|f(T )| ∼ 1 + 2(gµB∇γz)
2
M~
∫ T2pi/ωr
0
dtϕr(t)t2, (5.56)
∼ 1− (gµB∇γz)
4
M2ω2r~2
T 4, (5.57)
ou` l’on a ne´glige´ les termes d’ordre T 6 et supe´rieur. A` partir de cette dernie`re e´quation,
il est possible de de´terminer une condition de pour la persistance du ferromagne´tisme.
Pour cela, il ne´cessaire d’avoir
(gµB∇γz)2
M
T 2  2|c1|n, (5.58)
ou` l’on a utilise´ le fait que ωr = 2|c1|n/~.
La condition (5.58) montre que la persistance du ferromagne´tisme peut s’inter-
pre´ter par une compe´tition entre l’e´nergie cine´tique acquise par les composantes de
spin m = ±1 en pre´sence de gradients du champ magne´tique et l’e´nergie ferromagne´-
tique 2|c1|n. Cette e´nergie ferromagne´tique correspond une gap e´nerge´tique du mode
de´formation. Notons que la condition (5.58) est inde´pendante du signe du parame`tre
c1. Autrement dit, la persistance du ferromagne´tisme est un comportement universel
inde´pendant de la nature ferromagne´tique (c1 < 0) ou antiferromagne´tique (c1 < 0)
des interactions de contact de´pendantes du spin. La ge´ne´ralisation de la condition
(5.58) a` un syste`me de spin f > 1 peut eˆtre analytiquement laborieuse. Ne´anmoins,
l’alte´ration du ferromagne´tisme e´tant duˆ a` l’e´nergie cine´tique communique´e aux com-
posantes de spin m par le gradient, on peut infe´rer que la condition (5.58) se ge´ne´ralise
comme suit
(gµB∇γz)2
M
f 2T 2  2|c1|n. (5.59)
Dans cette dernie`re condition, le terme a` gauche est l’e´nergie cine´tique acquise par
les composantes de spin m = ±f au bout d’un temps T en pre´sence d’un gradient de
champ magne´tique.
5.2.4 Persistance du ferromagne´tisme dans un condensat pie´ge´
Pour transposer les re´sultats pre´ce´dents au cas d’un syste`me pie´ge´, nous avons
re´alise´ des simulations (Gross-Pitaevskii) pour f = 1 et θr = pi/2 dans deux situa-
tions : c1 = 0 et c1 6= 0. Le condensat contient N = 38× 103 atomes. Pour simplifier,
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nous avons conside´re´ un potentiel harmonique sphe´rique de fre´quence ω/2pi = 240 Hz.
La densite´ de l’e´tat fondamental au centre du condensat est de n ' 2.35× 1020 m−3.
Dans nos simulations, le condensat est soumis a` un gradient ∇γz = 30 mG cm−1.
Afin d’illustrer le me´canisme de la persistance du ferromagne´tisme, on s’est inte´-
resse´ a` l’e´volution de la longueur de spin au centre du condensat. Nous avons porte´
sur la figure 5.1 (ligne blanche) l’e´volution de la phase relative ϕr et de n0/n ou` n0
est la densite´ de l’e´tat m = 0. Les quantite´s ϕr, n et n0 sont calcule´es au centre du
condensat. La couleur du fond indique la longueur de spin locale :
• Pour c1 = 0, on observe sur la figure 5.1b que ϕr s’e´carte de sa valeur initiale
ϕr(0) = 0. Cela s’accompagne d’une de´croissance de |f |. Pre´cisions que n0 est
constante, car il n’y a pas de processus d’e´change de spin (c1 = 0). Si n0/n
varie, c’est parce qu’au centre du condensat, la densite´ totale n est modifie´e
par le gradient : les composantes m = ±1 sont de´cale´es par le gradient vers les
bords.
• Pour c1 6= 0, la figure 5.1b montre que la phase relative oscille autour de ϕr(0).
La condition (5.58), obtenue pour le syste`me uniforme, indique que∇γz doit eˆtre
tre`s infe´rieur a` 40 mG cm−1 afin d’assurer la persistance du ferromagne´tisme au
bout de T = 32 ms (temps de l’e´volution dynamique). Cette condition n’est pas
parfaitement ve´rifie´e dans nos simulations, mais ne´anmoins on constate bien
que |f | ' 1. En effet, a` cause du pie´geage, l’e´nergie cine´tique maximale des
composantes m = ±1 est obtenue pour T = pi/2ω ' 4 ms (correspond a` 1/4
de la pe´riode caracte´ristique du pie´geage harmonique 2pi/ω). Avec T ' 4 ms, la
condition (5.58) donne ∇γz  300 mG cm−1.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
(a) c1 = 0 (b) c1 6= 0
Figure 5.1 – La courbe blanche indique l’e´volution de n0/n et de la phase relative ϕr au
centre du condensat. La couleur du fond indique la longueur de spin locale. Simulations
re´alise´es pour un syste`me pie´ge´ de spin f = 1 : N = 38× 103, ω/2pi = 240 Hz.
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5.3 Oscillations collectives de spins dans un ferro-
fluide
Dans la section 4.2 du chapitre pre´ce´dent, nous avons e´tudie´ nume´riquement la
dynamique d’un condensat ferromagne´tique apre`s rotation collective des spins d’un
angle θr. Nous avons observe´ que les spins pre´sentent un comportement oscillatoire.
On se limite ici a` la situation ou` les spins sont oriente´s a` t = 0 ms suivant l’axe x
(θr = pi/2). Dans cette section, nous allons voir que ces oscillations correspondent a`
des modes de pre´cessions de spin (magnons). Pre´cisons que ces modes diffe`rent tre`s
fortement de la pre´cession inhomoge`ne des spins due au seul gradient. Ces modes
sont, au contraire, pilote´s par les interactions : au lieu de la pre´cession inhomoge`ne,
les spins oscillent autour de leur orientation initiale x avec une amplitude qui varie
spatialement.
5.3.1 Equation de spin d’un ferrofluide
On conside`re un condensat (fluide) incompressible de densite´ totale n (sect. 5.1).
Le syste`me est suppose´ pie`ge´ dans un potentiel harmonique
U(r) = 12M
(
ω2xx
2 + ω2yy2 + ω2zz2
)
, (5.60)
ou` ωx,y,z/2pi sont les fre´quences de pie´geage. On fait l’hypothe`se que le syste`me reste
purement ferromagne´tique durant toute l’e´volution dynamique. Autrement dit, on
suppose que la longueur de spin locale est maximale a` chaque instant t, soit
|f(r,t)| = f. (5.61)
Dans ce cas, le tenseur ne´matique N est donne´ a` chaque instant par
Nˆµν = f2 δµν +
f(2f − 1)
2 fµfν . (5.62)
En utilisant cette dernie`re relation, le terme de la seconde ligne de l’e´quation de spin
f (e´q. 5.9) devient
f ×
[
~
4M
(∇n
n
· ∇
)
f + ~4M∇
2f
]
. (5.63)
Ainsi, pour un ferrofluide l’e´quation du spin est donne´e par
∂f
∂t
+ v · ∇fν = f ×
[
~
2M
(∇n
n
· ∇
)
f + ~2M∇
2f − gµB
~
γz eˆz
]
. (5.64)
Dans ce mode`le, seule l’orientation locale des spins peut e´voluer dans le temps. En
ge´ne´ral, l’e´volution de la configuration spatiale des spins peut modifier, de fac¸on
continue, le flux de masse v [42]. Ne´anmoins, dans l’e´tat initial v(0) = 0. Par conse´-
quent, en ne conside´rant que des oscillations spatiales des spin de faibles amplitudes
fν(t) = fν(0)+δfν(t), la variation de flux de masse v(t) = δv(t) est faible. Par conse´-
quent, le terme v · ∇fν qui apparait dans l’e´quation(5.64) est un terme de second
d’ordre que nous ne´gligeons
v · ∇fν = δv · ∇δfν ' 0, (5.65)
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ou` l’on a utilise´ le fait que ∇fν(0) = 0 (les spins sont initialement tous polarise´s dans
la meˆme direction). Finalement, les dynamiques de spin du condensat ferromagne´tique
sont comple`tement caracte´rise´es par l’orientation locale du vecteur spin f(r) de´crit
par l’e´quation hydrodynamique (5.9) diminue´e du terme de flux de masse
∂f
∂t
' f ×
[
~
2M
(∇n
n
· ∇
)
f + ~2M∇
2f − gµB
~
γz eˆz
]
. (5.66)
5.3.2 Recherche de modes collectifs de pre´cession de spin
A` pre´sent, nous allons chercher des modes de pre´cession associe´s a` l’e´quation
(5.66) pour γz = 0. Pour des spins oriente´s suivant −eˆx (θr = pi/2), nous conside´rons
pour le vecteur spin f l’ansatz suivant
f(r,t) =
 −fδfy(r,t)
δfz(r,t)
 , (5.67)
ou` δfy,z sont de faibles oscillations de spin de fre´quence 2piυ que nous e´crivons sous
la forme suivante
δfy(r,t) = P (r) sin(2piυt), (5.68)
δfz(r,t) = P (r) cos(2piυt). (5.69)
L’amplitude des oscillations P (r) est une fonction ne de´pendant que de l’espace.
Notons qu’au premier ordre en δfy,z, on a bien
|f(r,t)| ' f. (5.70)
Pour la densite´ totale, on conside`re un ansatz Gaussien
n(r) = N
pi3/2σxσyσz
e
−
(
x2
σ2x
+ y
2
σ2y
+ z
2
σ2z
)
, (5.71)
ou` N est le nombre d’atomes total et σµ est la taille du condensat suivant les axes
x,y et z. Le choix de l’ansatz gaussien facilite les calculs analytiques. Dans l’e´tat fon-
damental ferromagne´tique, l’e´nergie par particule peut eˆtre obtenue analytiquement
a` partir de l’expression (1.93). En annulant le terme Zeeman (Ez = 0) et le terme
d’e´nergie dipolaire (Edd = 0) et en posant ψm6=−f = 0 et ψm=−f =
√
n ou` n est
donne´e par (5.71), on obtient
E/N = ~
2
4M
(
1
σ2x
+ 1
σ2y
+ 1
σ2z
)
+ M4
(
σ2xω
2
x + σ2yω2y + σ2zω2z
)
+ Ng2f
4
√
2pi3/2σxσyσz
, (5.72)
ou` g2f est la constante d’interaction de contact (e´q. 1.33). Pre´cisons que les σν sont
calcule´s nume´riquement de manie`re a` minimiser l’e´nergie totale par particule [84].
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Le premier terme ∝ ~2/Mσ2µ et le second terme ∝ Mσ2µω2µ a` droite de (5.72) corres-
pondent respectivement a` l’e´nergie cine´tique et a` l’e´nergie de pie´geage. Notons que
l’e´nergie de pie´geage domine si
~
Mσ2µ
 ωµ. (5.73)
En substituant (5.67) et (5.71) dans l’e´quation (5.66), on obtient
λP (r) =
(
x
σ2x
∂
∂x
+ y
σ2y
∂
∂y
+ z
σ2z
∂
∂z
− 12∇
2
)
P (r). (5.74)
ou` nous avons de´fini
λ = 2piMυ
~
. (5.75)
Pour re´soudre l’e´quation (5.74), nous allons chercher des solutions particulie`res en
se´parant les variables d’espace
P (r) = Q(x)R(y)S(z). (5.76)
Avec cette dernie`re expression, et en introduisant les changements de variables xˆ =
x/σx, yˆ = y/σx et zˆ = z/σz, l’e´quation (5.74) devient
0 =
(
xˆ
σ2x
Q
′
Q
− 12σ2x
Q
′′
Q
)
+
(
yˆ
σ2y
R
′
R
− 12σ2y
R
′′
R
)
+
(
zˆ
σ2z
S
′
S
− 12σ2z
S
′′
S
− λ
)
. (5.77)
Les trois termes entre parenthe`ses de cette dernie`re e´quation ne de´pendent pas de la
meˆme variable. Dans ces conditions, la seule solution possible est
q1 =
(
xˆ
σ2x
Q
′
Q
− 12σ2x
Q
′′
Q
)
, (5.78)
q2 =
(
yˆ
σ2y
R
′
R
− 12σ2y
R
′′
R
)
, (5.79)
−(q1 + q2) =
(
zˆ
σ2z
S
′
S
− 12σ2z
S
′′
S
− λ
)
, (5.80)
ou` q1 et q2 sont des constantes re´elles. En arrangeant les termes de ces trois dernie`res
e´quations, et en posant
ηx = q1σ2x, ηy = q2σ2y , ηz = −(q1 + q2 − λ)σ2z . (5.81)
on obtient trois e´quations diffe´rentielles d’Hermite pour les fonctions Q(xˆ),R(yˆ) et
S(zˆ) :
Q
′′ − 2xˆQ′ = −2ηxQ, (5.82)
R
′′ − 2yˆR′ = −2ηyR, (5.83)
S
′′ − 2zˆS ′ = −2ηzS. (5.84)
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Pour ηx,ηy,ηz entiers positifs, ces e´quations ont pour solutions des polynoˆmes d’Her-
mite qui sont donne´s sous la forme [85]
Hη≥0(ϑ) = (−1)η eϑ2
(
d
dϑ
)η
e−ϑ2 . (5.85)
En de´veloppant cette dernie`re expression a` l’ordre η et en utilisant (5.76), on montre
facilement que les solutions de l’e´quation (5.74) sont des polynoˆmes dont le terme de
degre´ supe´rieur est xηxyηyzηz . Ces solutions peuvent s’e´crire sous la forme ge´ne´rale
Pηx,ηy ,ηz(r) =
ηx∑
i=0
ηy∑
j=0
ηz∑
l=0
aijlx
iyjzl (5.86)
ou` aijl sont des coefficients re´els. Les fre´quences υ sont obtenues en utilisant (5.75)
et (5.81). On obtient,
2piυηx,ηy ,ηz =
~
M
(
ηx
σ2x
+ ηy
σ2y
+ ηz
σ2z
)
. (5.87)
Remarquons que le mode de plus basse e´nergie (non nulle) pre´sente des oscillations
collectives de spin dont l’amplitude P varie line´ament dans l’espace. Si ces oscillations
ont lieu suivant l’axe x, on a P1,0,0 = a1,0,0 x. La fre´quence de ce mode est 2piυ1,0,0 =
~/Mσ2x. D’apre`s la relation (5.73), on a
2piυ1,0,0  ωx. (5.88)
Ce comportement collectif pour lequel la fre´quence d’oscillation est infe´rieure aux
fre´quences de pie´geage est une caracte´ristique unique des condensats spinoriels. En
effet, les modes de l’e´tat fondamental d’un condensat scalaire sont caracte´rise´s par
des fre´quences supe´rieures ou e´gales aux fre´quences du pie´geage harmonique [86].
5.3.3 Observation expe´rimentale des modes de spin dans un
condensat de 52Cr pie´ge´
Des modes collectifs caracte´rise´s par une fre´quence infe´rieure aux fre´qeunces du
pie`ge ont e´te´ observe´s expe´rimentalement par Lepoutre et al. [38]. La situation ex-
pe´rimental est e´quivalente a` celle discute´ au chapitre 4. Les auteurs conside`rent
un condensat de 52Cr de N ' 4 × 104 dans un pie`ge de fre´quence ωx = 298 Hz,
ωy = 245 Hz et ωz = 210 Hz (fig. 5.2). Les spins sont e´carte´s de leur direction ini-
tiale d’un angle θr = pi/2. A` partir de cet e´tat initial, les dynamiques de spins sont
enclenche´es par la pre´sence d’un champ magne´tique inhomoge`ne
γz ' γzxxeˆz (5.89)
ou` γzx est le gradient du champ magne´tique suivant l’axe x.
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Figure 5.2 – Fre´quence des oscilations de spin associe´es aux dynamiques de populations
et de la se´paration spatiale des e´tats de spin. La fre´quence the´orique est indique´e en par la
ligne en traitille´es. Les donne´es expe´rimentales sont reprisent a` partir de [38].
Re´sultats expe´rimentaux
Les auteurs mesurent les oscillations des populations de spin en variant γzx. Ils
observent que la fre´quence de ces oscillations augmente avec le γzx. Ces re´sultats sont
repris sur la figure 5.2 (courbe en pointille´es rouges). Les auteurs observent aussi des
oscillations me´caniques mesure´es a` partir de l’e´volution de la se´paration spatiale entre
les diffe´rents e´tats de spin. Comme on peut le constater sur la figure 5.2 (courbe en
pointille´es noir), les fre´quences des oscillations me´caniques sont proches des fre´quences
des oscillations des populations de spin. Cela indique que ces deux oscillations sont
couple´es. Pour γzx ' 6.18 mG cm−1, les populations de spin oscillant a` une fre´quence
de
υpopexp = 36.5± 7 Hz. (5.90)
Pour la meˆme valeur du gradient, la fre´quence des oscillations me´canique est de
υmecexp = 40± 4 Hz. (5.91)
Comparaisons aux re´sultats the´oriques
Comparons a` pre´sent ces re´sultats expe´rimentaux aux pre´dictions de notre mode`le
the´orique. Pour les parame`tres expe´rimentaux donne´s pre´ce´demment, l’e´nergie par
particule (5.72) est minimise´e par les valeurs σx ' 2.4 µm, σy ' 2.92 µm et σz '
3.4 µm. Ainsi, pour des oscillations suivant l’axe x, la fre´quence du mode de plus
basse e´nergie pre´dite par nos calculs est
2piυ1,0,0 = ~/Mσ2x ' 42 Hz. (5.92)
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Ce re´sultat est bon accord avec les mesures expe´rimentales a` gradient faible (fig. 5.2).
Pour γzx > 20 mG cm−1, les fre´quences mesure´es expe´rimentalement s’e´cartent sensi-
blement de la valeur the´orique υ1,0,0. Dans ce re´gime, l’approximation des faibles oscil-
lations que nous avons conside´re´e pour re´soudre l’e´quation du spin n’es plus valables.
De plus, pour des gradient fort, l’approximation d’un condensat ferromagne´tique n’est
plus valable. A` titre quantitatif, la condition (5.59), avec T = pi/2ωx ' 4.8ms donne
γzx  90 mG cm−1.
Analyse des effets dipolaires
Finalement, notons que le bon accord entre les mesures expe´rimentales a` gradient
faible et nous calculs semblent indiquer que les effets dipolaires (absents dans notre
mode`le) sont ne´gligeables. Pour comprendre cette observation, nous avons e´tudie´ la
stabilite´ d’un syste`me uniforme a` l’aide de l’analyse de Bogoliubov introduite au
chapitre 2. Plus pre´cise´ment, nous avons calcule´ le spectre d’excitation apre`s une
rotation des spins d’un angle θr = pi/2. Pour ce faire, nous avons e´crit le syste`me
d’e´quations de Bogoliubov (e´q. 2.32) dans le repe`re de Larmor introduit a` la section
4.1.2. Cela revient essentiellement a` effacer le champ magne´tique en posant p = 0
et a` ne´gliger les termes de relaxation dipolaire. La matrice de Bogoliubov peut eˆtre
trouve´e dans l’annexe B. En l’absence d’interaction dipolaire, les spectres e´nerge´tiques
des modes de densite´ et de spin sont donne´s simplement par les e´quations (2.130),
(2.131) et (2.132) avec p = 0. En particulier, il y a deux modes non gappe´s. Le premier
est un mode de densite´ et le second est un mode de spin pre´sentant le spectre suivant
Ek = ~
2k2
2M , (5.93)
ou` k est le nombre d’onde. En pre´sence d’interaction dipoˆle-dipoˆle, le spectre de ce
mode est fortement modifie´. Apre`s calculs, on obtient
Ek =
√
[εk − 3picddnS(θk)] [εk + 6picddnS(θk)], (5.94)
ou` S est une fonction de´pendant de l’angle polaire θk donne´ par
S(θk) =
1
3 + cos 2θk. (5.95)
L’expression (5.94) montre que les excitations de longueur d’onde λc = 2pi/k
λc > 2pi/
√
8Mpicddn/~2 (5.96)
sont dynamiquement instables.
Dans l’expe´rience, la densite´ du condensat de´croit a` cause de la perte d’atomes
par relaxation dipolaire. Pour faire une comparaison quantitative, on peut conside´re´
une densite´ moyenne de l’ordre de n ∼ 1020m−3. On obtient
λc & 8 µm. (5.97)
La longueur d’onde des excitations instables est du meˆme ordre de la taille du conden-
sat pie´ge´. Par conse´quent, les effets dipolaires lie´s a` cette instabilite´ dynamique pour-
raient eˆtre diminue´s par le pie´geage, ce qui expliquerait pourquoi il y a un bon accord
avec nos calculs avec cdd = 0. Pour un syste`me plus grand, on peut s’attendre a` ce que
le comportement collectif soit fortement modifie´ par les interactions dipoˆle-dipoˆles.
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5.4 Conclusion
Dans ce chapitre nous nous sommes inte´resse´s a` la persistance de la nature fer-
romagne´tique en pre´sence d’un gradient de champ magne´tique. Nous avons vu que
l’e´nergie cine´tique acquise par les e´tats de spin en pre´sence d’un gradient ∇γz tend a`
alte´rer la nature ferromagne´tique du syste`me. Cet effet est contrebalance´ par l’e´ner-
gie ferromagne´tique due aux interactions de contact c1n. Nous avons interpre´te´ la
persistance du ferromagne´tisme comme le re´sultat d’une compe´tition entre ces deux
effets, et nous avons obtenu un crite`re qui fixe le re´gime de cette persistance.
En supposant la conservation du ferromagne´tisme, nous avons mis en e´vidence
l’existence de modes d’oscillations de spin dans la cas d’un condensat pie´ge´. La
fre´quence d’oscillation de ces modes est de l’ordre de ~/Mσ2 ou` σ est la taille du
condensat. Nous avons vu que la fre´quence du premier mode a la particularite´ d’eˆtre
infe´rieure aux fre´quences de pie´geage. En dernier, nous avons vu que nos calculs
sont en bon accord avec les mesures expe´rimentales des oscillations de spin a` faibles
gradients re´alise´es au sein de notre groupe.
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Conclusion
J’ai pre´sente´ dans ce manuscrit les re´sultats de mes travaux de the`ses sur les
proprie´te´s stationnaires et le comportement dynamiques des condensats spinoriels di-
polaires. En premier lieu, j’ai aborde´ le re´gime de faible champ magne´tique et discute´
les instabilite´s de la phase ferromagne´tique. En deuxie`me lieu, j’ai aborde´ le re´gime
de fort champ magne´tique et discute´ les dynamiques du condensat ferromagne´tique
polarise´ apre`s rotation globale des spins. Les principaux re´sultats de ce travail sont
re´sume´s ci-dessous.
Re´gime de faible champ magne´tique : instabilite´s dynamiques et de´ma-
gne´tisation spontane´e.
Phase ferromagne´tique de densite´ uniforme :
• Nous avons mis en e´vidence l’existence d’instabilite´s dynamiques au-dessous du
champ magne´tique pdd = 4picddfn/3,ou` cdd est une constante de l’interaction
dipolaire. Ce comportement est commun aux syste`mes de spin f = 1,2 et 3 que
nous avons e´tudie´s.
• Nous avons montre´ que ce comportement est lie´ a` l’instabilite´ dynamique du
mode de pre´cession de spin qui est cause´e par les processus de relaxation dipo-
laire. Les instabilite´s dynamiques se traduisent par le de´veloppement de textures
de spin qui engendrent des dynamiques de de´magne´tisation. Cela indique que
la phase ferromagne´tique polarise´e n’est pas l’e´tat fondamental pour un champ
magne´tique p < pdd.
• Par le moyen de simulations nume´riques, nous avons confirme´ le de´veloppe-
ment de textures de spin et la de´magne´tisation du condensat pour un champ
magne´tique p < pdd.
Condensat de 52Cr pie´ge´ :
• Nous avons calcule´ nume´riquement un champ magne´tique de de´magne´tisation
pdem. Premie`rement, nous avons montre´ que pdd de´pendent uniquement des
interactions dipoˆle-dipoˆles. Deuxie`mement, nous avons observe´ que pdem < pdd
et que pdem se rapproche de pdd dans le cas d’un syste`me de grande taille.
• Nos re´sultats sugge`rent d’interpre´ter les dynamiques de´magne´tisation du conden-
sat pie´ge´ comme une signature des instabilite´s dynamiques mises en e´vidence
pour le condensat uniforme.
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Conclusion
Re´gime de fort champ magne´tique : dynamique de spin, persistance du
ferromagne´tisme et oscillations collectives
• Nous avons montre´ un tre`s bon accord avec nos simulations nume´riques et des
observations expe´rimentales de dynamiques de populations de spin dans le cas
d’un condensat 52Cr pie´ge´.
• Premie`rement, nous avons observe´ que les dynamiques de spin s’accompagnent
d’une persistance inattendue du ferromagne´tisme. Nous avons interpre´te´ cette
persistance, dans le cas d’un syste`me uniforme, comme une compe´tition entre
l’e´nergie cine´tique acquise par les composantes de spin et l’e´nergie ferromagne´-
tique.
• Deuxie`mement, nous avons mis en e´vidence un comportement oscillatoire des
spins. Dans le cas des oscillations de faibles amplitudes, nous avons montre´
que les fre´quences des oscillations est de l’ordre de ~/Mσ ou` σ est la taille du
condensat. Nos re´sultats sont en bon accord avec les observations expe´rimen-
tales.
Pour les besoins de ce travail de the`se, j’ai de´veloppe´ une application de calcul nu-
me´rique « SDBEC » qui permet de re´soudre l’e´quation de Gross-Pitaevskii dipolaire
stationnaire et dynamique. SDBEC prend en compte les syste`mes de spin f = 1,2 et
3. Cet outil offre la possibilite´ de re´aliser des « expe´riences nume´riques » en controˆlant
diffe´rents parame`tres comme l’intensite´ des interactions de´pendantes du spin, la re-
laxation dipolaire, la variation spatiale et temporelle du champ magne´tique, etc. Par
exemple, en ce qui concerne les dynamiques de de´magne´tisation, il serait inte´ressant
de re´aliser une e´tude syste´matique en fonction de la taille du condensat afin de confir-
mer (ou d’infirmer) que pdd tend vers pdem dans le cas des syste`mes de grandes tailles.
Une autre e´tude syste´matique comple´mentaire serait de varier cdd afin de ve´rifier si
pdem ∝ cdd.
La re´solution nume´rique de l’e´quation de Gross-Pitaevskii spinorielle peut ne´ces-
siter des temps de calcul nume´rique conside´rables. Cela est notamment duˆ au nombre
e´leve´ de degre´s de liberte´ de spin, en particulier dans le cas du spin f = 3. Une ma-
nie`re inte´ressante de re´duire ces temps de calcul serait d’inte´grer a` SDBEC le syste`me
de pseudo spin 1/2. Ces syste`mes pre´sentent la particularite´ d’avoir une longueur de
spin locale toujours maximale et qui est e´gale 1/2. Ainsi, ils sont parfaitement adapte´s
pour simuler les dynamiques des condensats de spin f ≥ 1 lorsque le ferromagne´tisme
est suffisamment bien conserve´. Toutes les observables peuvent eˆtre calcule´es a` partir
des calculs re´alise´s sur un syste`me de spin 1/2. Par exemple, les dynamiques de popu-
lations peuvent eˆtre de´duites directement a` partir de l’e´volution de la composante fz
du vecteur spin comme suit Nm '
∫
drn(r)|ζm(r)|2 avec ζ(r) = e−i cos−1(fz(r)/f)fy ζF.
Il serais aussi possible de calculer nume´riquement les fre´quences des modes d’oscilla-
tions en fonction de θr, des gradients applique´s et de la forme du pie´geage.
Pour finir, je tiens a` souligner le fait que mon travail de the`se a fortement be´ne´ficie´
de la proximite´ des travaux expe´rimentaux de l’e´quipe.
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Annexe A
Mode´lisation nume´rique
Cette annexe pre´sente, de manie`re tre`s bre`ve, la me´thode de re´solution nume´rique
de l’e´quation de Gross-Pitaevskii utilise´e dans ce travail.
Plusieurs travaux ont e´te´ consacre´s a` ce proble`me. Le cas d’un syste`me sans spin
avec ou sans interactions dipolaire est traite´ dans les re´fe´rences [87–90]. Le cas des
syste`mes de spin f = 1 et f = 2 sans interactions dipolaire est traite´ dans les
re´fe´rences [91, 92]. Le lecteur peut e´galement consulter les excellents articles de X.
Antoine et R. Duboscq [93–95]. L’e´tat fondamental est obtenu par e´volution en temps
imaginaire. Le lecteur peut consulter les re´fe´rences suivantes [96–101].
Afin de faciliter l’imple´mentation de nouvelles fonctionnalite´s, notre code « SDBEC »
est de´veloppe´ en langage C++ et en mode POO 1. SDBEC prend en compte les sys-
te`mes de spin f = 1,2 et 3.
A.1 E´quation de Gross-Pitaevskii adimensionne´e
Pour commencer, nous allons e´crire l’e´quation de Gross-Pitaevskii adimensionne´e
dans le cas d’un syste`me de spin f . Pour ce faire, on introduit les grandeurs sans
dimensions
r˜ = r/l0, t˜ = t× ω0 et ψ˜ = ψ × l3/20 . (A.1)
Suivant cette formulation, les unite´s de longueurs, de temps et d’e´nergie sont respec-
tivement
l0 = (~/Mω0)1/2, t0 = 1/ω0 et 0 = ~ω0. (A.2)
Dans ces unite´s, les constantes de couplages adimensionne´es gF et le coefficient c˜dd
s’e´crivent
gF =
1
l20~ω0
× gF et c˜dd = 1
l20~ω0
× cdd. (A.3)
1. Programmation Oriente´e Objet.
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Afin d’alle´ger les notations, on supprime les «˜» dans la suite. L’e´quation de Gross-
Pitaevskii adimensionne´e s’e´crit
i
∂ψm
∂t
=
[
−∇
2
2 +
1
2
(
η2xx
2 + η2yy2 + η2zz2
)
+ pm+ qm2
]
ψm
+
∑
m2m′1m
′
2
Cmm2m′1m′2
ψ∗m2ψm′2ψm′1
+ cdd
∑
m′
b · fmm′ψm′ , (A.4)
ou` ηx,y,z = ωx,y,z/ω0. L’e´nergie totale s’e´crit
E =
∫
dr ψ∗m
[
−∇
2
2 +
1
2(η
2
xx
2 + η2yy2 + η2zz2) + pm+ qm2
]
ψm
+ 12
∫
dr
∑
m1m2m′1m
′
2
Cmm2m′1m′2
ψ∗m1ψ
∗
m2ψm′2ψm′1
+ cdd2
∫
d r
∑
mm′
b · fmm′ψ∗mψm′ . (A.5)
A.2 Me´thode de « Splitting »
L’e´quation de Gross-Pitaevskii (e´q. A.4) prend la forme compacte suivante
iψ˙ = (Hk +Hr)ψ, (A.6)
ou` Hk correspond au terme cine´tique. es autres termes restant sont regroupe´s dans
Hr = Ht + Hz + Hc + Hd. Ces diffe´rents «Hamiltoniens» sont des matrices de taille
(2f + 1)(2f + 1) et sont donne´s par
(Hk)mm′ = −∇
2
2 × (1)mm′ , (A.7)
(Ht)mm′ =
1
2(η
2
xx
2 + η2yy2 + η2zz2)× (1)mm′ , (A.8)
(Hz)mm′ = p× (fz)mm′ + q × (fz)2mm′ , (A.9)
(Hc)mm′ =
∑
nn′
Cmnm′n′ψ
∗
nψn′ , (A.10)
(Hd)mm′ = cdd × b · fmm′ . (A.11)
Pour re´soudre l’e´quation (A.6), on peux approximer sa solution en composant les
solutions des deux sous-syste`mes
iψ˙ = Hkψ, (A.12)
iψ˙ = Hrψ. (A.13)
L’avantage de cette me´thode, dite de splitting, est d’utiliser des Transforme´s de Fou-
rier Rapides (FFT 2) [102] pour re´soudre de syste`me (A.12). Notons que dans Hk il
2. Fast Fourier transform.
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serait possible d’inclure tout autres termes inde´pendant du spin et qui serait homo-
ge`ne dans l’espace de Fourier [91]. Notre syste`me e´tant hamiltonien, il y a un inte´reˆt
a` utiliser un sche´ma symplectique qui conserve la structure ge´ome´trique de l’Hamil-
tonien (Transformation canonique). Notons que des composition d’ordre supe´rieur
peuvent eˆtre conside´re´es [91].
A.2.1 Composition symplectique de second ordre « saute-
mouton »
La solution formelle de (A.6) s’e´crit
ψ(t) = e−i(Hk+Hr)tψ(0), (A.14)
ou` ψ(0) est la fonction d’onde de l’e´tat initial. Pour approximer cette solution, nous
allons conside´rer une composition de second ordre syme´trique qui permet d’avancer la
fonction d’onde d’un pas de temps τ suffisamment petit. Ce sche´ma, appele´ e´galement
saute-mouton, prend la forme suivante
ψ(τ) = e−i(Hk+Hr)τ ψ(0) ≈ e−iHk τ2 e−iHrτ e−iHk τ2 ·ψ(0) (A.15)
ou` e−iHkτ et e−iHrτ repre´sentent, respectivement, l’e´volution des solutions des deux
sous-syste`mes (A.12) et (A.13).
A.2.2 Grille spatiale
On conside`re un condensat spinoriel a` trois dimensions spatiales discre´tise´es sur
un grille forme´e de nx × ny × nz points. Pour i,j,l = 0, . . . nx,y,z − 1, on a
xi = − lx2 + i∆, yj = −
ly
2 + j∆, zl = −
lz
2 + l∆, (A.16)
ou` lν = nnu × ∆ avec ν = x,y,z et ∆ est le pas de la grille spatiale choisi convena-
blement (∆ = Min {lν/nν}). Les points νi couvrent les intervalles [−lν/2, . . . ,lν/2).
Dans l’espace de Fourier, la grille spatiale est discre´tise´e comme suit
kν,i = 2pii/lν (i ≥ nν/lν), (A.17)
kν,i = 2pi(i− nν)/lν (i < nν/lν). (A.18)
A.2.3 Traitement du terme cine´tique Hk
Dans l’espace de spin, la matrice Hr est diagonale. Par conse´quent
e−iHk τ2 ψ = −∇
2
2 ψ (A.19)
Le hamiltonien cine´tique discre´tise´ est donne´e par
−∇
2
2 ψ −→ −
1
2
[
ψi+1jl − 2ψijl + ψi−1jl
∆2 +
ψij+1l − 2ψijl + ψij−1l
∆2
+ ψijl+1 − 2ψijl + ψijl−1∆2
]
. (A.20)
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ou` l’indice de spin est omit pour ne pas alourdir les notations. En utilisant la trans-
forme´ de fourrier discre`te de ψ, on re´crire le terme cine´tique discre´tise´ sous la forme
compacte suivante [102]
−∇
2
2 ψ → F
−1 {K × F {ψ}} , (A.21)
ou`
Kijl = − 12∆2
[
cos
(
2pii
nx
)
+ cos
(
2pij
ny
)
+ cos
(
2pil
nz
)
− 6
]
. (A.22)
A.2.4 Traitement du terme dipolaire Hd
Le champ dipolaire b peut eˆtre calcule´ en utilisant l’expression (2.25). On a
bν = F−1
{∑
ν′
F {Qνν′}F {Fν′}
}
. (A.23)
Les noyaux dipolaire dans l’espace de Fourier F {Qνν′} sont donne´s par (e´q. 2.23) et
F {Fν′} doit eˆtre obtenue nume´riquement en utilisant des FFT. Notons que apre`s le
calcul de F−1 {·} en utilisant des FFT, il conviendra de ne conserver que la partie
re´elle du re´sultat.
A.2.5 Traitement du terme de contact Hc
Le tenseur de l’interaction de contact Cmnm′n′ ne pre´sente pas de difficulte´ particu-
lie`re. Dans notre code, ce tenseur est imple´mente´ en utilisant une matrice creuse.
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Annexe B
Comple´mentent de calculs sur
l’analyse des stabilite´s de la phase
ferromagne´tique uniforme
Cette annexe comple`te les calculs des chapitres 2 et 5
B.1 Syste`me de spin f = 1
Le spectre e´nerge´tique des modes m = ± est donne´ par
Ek,± =
√
L(k,θk)±
√
I(k,θk). (B.1)
Les fonctions L et I peuvent eˆtre e´crites sous forme polynomiale. L est un polynoˆme
d’ordre 2 en p
L(k,θk) = 12 [p− p+(k,θk)] [p− p−(k,θk)] , (B.2)
ou` les fonctions p± sont donne´es par
p±(k,θk) = −εk − 2picddn3
(
1− 3 cos2 θk
)
± i
√
εk {εk + 2g2n [1− dd (1− 3 cos2 θk)]} − 4pi2cdd2n2 sin4 θk. (B.3)
avec
dd =
4picdd
3g2
. (B.4)
La fonction I est un polynoˆme d’ordre 4 en p donne´ par
I(k,θk) = η1(k,θk)p4 + η2(k,θk)p3 + η3(k,θk)p2 + η4(k,θk)p+ η5(k,θk). (B.5)
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Les parame`tres η1,η2,η3,η4 et η5 sont donne´s par
η1 =
1
4 (B.6)
η2 = εk +
2picddn
3
(
1− 3 cos2 θk
)
(B.7)
η3 = ε2k − g2n
[
1− 52dd
(
1− 3 cos2 θk
)]
εk − 2picddn(1− 3 cos2 θk)
− (2picddn)
2
3
(
1− 3 cos4 θk
)
(B.8)
η4 = −2g2n
[
1− 32dd(1− 3 cos
2 θk)
]
ε2k
− (g2n)2
[
1
2
(
9 cos4 θk − 24 cos2 θk + 1
)
2dd +
(
1− 3 cos2 θk
)
dd
]
εk
− 4(2picddn)
3
3
(
cos4 θk − cos2 θk + 29
)
(B.9)
η5 =
[
9
4(g2n)
2 (1 + cos2 θ2k)2 2dd − 3(g2n)2 (1− 3 cos2 θk) dd + 1] ε2k
+ (g2n)3
[
3
(
3
2 cos
4 θk − 32 cos
2 θk − 1
)
3dd +
(
2− 3 cos2 θk
)
2dd
]
εk
+ 4 (2picddn)
4
9
(
cos4 θk − 43 cos
2 θk +
4
9
)
. (B.10)
B.2 Syste`me de spin f = 2
Pour des spins polarise´s dans la direction−eˆz, le vecteur ζ (e´q. 2.69) s’e´crit comme
suit
ζ =

0
0
0
0
1
 . (B.11)
Les matrices A0k, Ack et Bck qui regroupent les termes non interactifs et les termes
d’interaction de contact sont donne´es par
Diag
{A0k +Ack} =

εk + 4p− 25(g2 − g0)n− 3435(g4 − g2)n
εk + 3p− 67(g4 − g2)n
εk + 2p− 47(g4 − g2)n
εk + p
εk + g4n
 , (B.12)
Bck = Diag

0
0
0
0
g4n
 . (B.13)
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ou` nous avons remplace´ le potentiel chimique par
µ = −2p+ g4n. (B.14)
Les matrices Adk et Bdk qui contiennent uniquement des termes dipolaires sont donne´es
par
3
16picddn
Adk =

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 14 (1− 3 cos2 θk) −32 cos θk sin θk e−iφk
0 0 0 −32 cos θk sin θk eiφk − (1− 3 cos2 θk)
 , (B.15)
3
16picddn
Bdk =

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 34 sin
2 θk e−2iφk −32 cos θk sin θk e−iφk
0 0 0 −32 cos θk sin θk e−iφk − (1− 3 cos2 θk)
 . (B.16)
Condensat sans interaction dipolaire
Le mode α = −2 de´crit des excitations de densite´. Son spectre e´nerge´tique est
donne´ par
Ek,−2 =
√
εk (εk + 2g4n). (B.17)
Ce spectre doit eˆtre re´el afin d’assurer la stabilite´ du syste`me. Pour cela la largeur de
diffusion a4 doit eˆtre positive (g4 = 4pi~2a4/2M > 0).
Le mode α = −1 pre´sente un spectre de particule libre avec un gap en p. Ce mode
de´crit des excitations de pre´cession de spin. Son spectre est donne´e par
Ek,−1 = εk + p. (B.18)
Les modes α = 0,.., + 2 pre´sentent un spectre de particule libre avec un gap en
e´nergie δα
Ek,α = εk + δα. (B.19)
Le gap δα de´pend du champ magne´tique p et des constantes d’interaction g0,g2 et g4
δ2 = 4p− 25(g2 − g0)n−
34
35(g4 − g2)n, (B.20)
δ1 = 3p− 67(g4 − g2)n, (B.21)
δ0 = 2p− 47(g4 − g2)n. (B.22)
(B.23)
Le spectre e´nerge´tique de ces 3 modes devient ne´gatif au dessous d’un champ critique
donne´ par δα = 0.
137
ANNEXE B. COMPLE´MENTENT DE CALCULS SUR L’ANALYSE DES
STABILITE´S DE LA PHASE FERROMAGNE´TIQUE UNIFORME
Condensat avec interaction dipolaire
En posant θk = pi/2, les matrices Adk et Bdk se simplifient et ne comportent que
des e´le´ments diagonaux. Par conse´quent, tout les modes sont de´couple´s. Apre`s dia-
gonalisation de la matrice σzΣB, nous obtenons le spectre e´nerge´tique des modes de
densite´ et de pre´cession correspondant a` ces excitations ⊥.
Le spectre Ek⊥,−2 des excitations de densite´ est donne´ par
Ek⊥,−2 =
√
εk⊥ [εk⊥ + 2g4n (1− dd)], (B.24)
ou` le parame`tre dd qui de´termine l’intensite´ de l’interaction dipoˆle-dipoˆle par rapport
a` l’interaction de contact est donne´ dans ce cas par
dd =
16picdd
3g4
. (B.25)
Le spectre Ek⊥,−1 des excitations de pre´cession est donne´ par
Ek⊥,−2 =
√
(εk⊥ + p− pdd) (εk⊥ + p+ 2pdd) (B.26)
ou` pdd est donne´ dans ce cas par
pdd =
8picddn
3 (B.27)
D’apre`s ce spectre les excitations ⊥, et par conse´quent la phase ferromagne´tique
uniforme est dynamiquement instable au dessous du champ magne´tique pdd donne´
par (B.27).
B.3 Syste`me de spin f = 3
Dans le repe`re de Larmor, les matrices A0k et Bck peuvent eˆtre obtenues simplement
a` partir de (2.126) en posant p = 0. On a,
Diag
{A0k +Ack} =

εk − 461462(g6 − g4)n+ 2542(g4 − g2)n+ 27(g4 − g0)n
εk − 6566(g6 − g4)n+ 2542(g4 − g2)n
εk − 3133(g6 − g4)n+ 521(g4 − g2)n
εk − 911(g6 − g4)n
εk − 611(g6 − g4)n
εk
εk + g6n

, (B.28)
Diag {Bck} =

0
0
0
0
0
0
g6n

. (B.29)
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Dans le repe`re de Larmor, l’interaction dipolaire moyenne´ est obtenue en suppo-
sant que le champ mantique est applique´ suivant l’axe x dans le repe`re du laboratoire.
Les spins sont suppose´s oriente´ suivant l’axe z. En annulant les termes de relaxation
dipolaire, les e´le´ments des matrices Adk et B
d
k sont donne´es par
Diag
{Adk} = picddn

0
0
0
0
0
− (1− 3 cos2 θk)
3
2 (1− 3 cos2 θk)

, (B.30)
Diag
{
Bdk
}
= picddn

0
0
0
0
0
−3 (1− 3 cos2 θk)
6 (1− 3 cos2 θk)

. (B.31)
Le spectre du mode m = −3 est donne´ par
Ek,−3 =
√
εk {εk + 2g2n [1− dd (1− 3 cos2 θk) /2]}, (B.32)
avec
dd =
12picdd
g6
. (B.33)
Le spectre du mode m = −2 est donne´ par
Ek,−2 =
√
[εk − 3picddnS(θk)] [εk + 6picddnS(θk)], (B.34)
ou` S est une fonction donne´ par
S(θk) =
1
3 + cos 2θk. (B.35)
Le spectre des mode m = −1, . . . ,+ 3 s’e´crit
Ek,α = εk + δα. (B.36)
Le gap δα de´pend du champ magne´tique p et des constantes d’interaction g0,g2,g4 et
g6. Nous avons,
δ−1 = − 611(g6 − g4)n, (B.37)
δ0 = − 911(g6 − g4)n, (B.38)
δ1 = −3133(g6 − g4)n+
5
21(g4 − g2)n, (B.39)
δ2 = −6566(g6 − g4)n+
25
42(g4 − g2)n, (B.40)
δ3 = −461462(g6 − g4)n+
25
42(g4 − g2)n+
2
7(g4 − g0)n. (B.41)
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Annexe C
Comple´ment sur l’effet des
interactions de contact
de´pendantes du spin
Cette annexe pre´sente des simulations qui justifient l’approximation du fluide fer-
romagne´tique incompressible adopte´e au chapitre 5.
C.1 roˆle des diffe´rents termes de l’interaction de
contact
Pour comprendre le roˆle des diffe´rents termes de l’interaction de contact, nous
avons re´alise´ des simulations en variant les diffe´rentes constantes c1, c2 et c3. On
conside`re 4 situations. Le premier cas, on pose c1,2,3 = 0. Le deuxie`me cas c1 6= 0
et c2,3 = 0. Le troisie`me cas, on pose c2 6= 0 et c1,3 = 0. Le quatrie`me cas on pose
c3 6= 0 et c1,2 = 0. Pour ces 4 situations g6 6= 0 et il prend la meˆme valeur fixe´e par a6.
Notons que c0 6= 0, mais ne prend la meˆme valeur dans c’est 4 situations. Finalement
pre´cisons que pour toutes ces simulations, l’interaction dipolaire est ne´glige´ (cdd = 0).
L’e´volution des fractions de populations de spin Pm, et de la longueur de spin
moyenne Π sont porte´es sur la figure C.1. On compare ces simulations aux re´sultats
obtenus dans le cas « re´aliste » (c1,2,3 6= 0) porte´ en sur les courbes en traitille´s.
(fig. C.1c et fig. C.1d). Ces re´sultats montrent que le cas re´aliste est parfaitement re-
produit dans la situation ou` c1 6= 0 et c2,3 = 0. Autrement dit, les processus fixe´s
par c1 dominent les dynamiques de spin. Par conse´quent, les processus d’e´changes
lie´s a` c2 et c3 peuvent eˆtre ne´glige´s si le syste`me est initialement ferromagne´tique.
Notons que pour c2 6= 0 et c1,3 = 0 (fig. C.1e et fig. C.1f), et pour c3 6= 0 et c1,2 = 0
(fig. C.1g et fig. C.1h), on observent des dynamiques de populations, mais ces dyna-
miques sont tre`s diffe´rentes du cas re´aliste. Comme attendu, pour c1,2,3 = 0, il n’y a
pas de dynamiques de spin. Finalement, faisons remarquer que pour cdd = 0 (c’est le
cas de toutes ces simulations), l’e´volution de P+|m| et P−|m| est identique.
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Figure C.1 – E´volution des Pm et Π. Code couleur des des Pm : m = ±3 (noir), m = ±2
(vert), m = ±1 (rose) et m = 0 (bleu). Pour ces simulations, nous avons pris en compte
les valeurs des gradients γzx = 2.55 mG cm−1, γzy = 51 mG cm−1, γzz = −3.22 mG cm−1,
et q = 6 Hz. Calculs re´alise´s pour un condensat de 52Cr avec Ntot(0) = 38 × 103 dans un
pie`ge harmonique de fre´quences ωx/2pi = 298 Hz, ωy/2pi = 245 Hz et ωz/2pi = 210 Hz.
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Titre. — Analyse the´orique des excitations et des instabilite´s des condensats de Bose-Einstein
spinoriels dipolaires
Re´sume´. — Dans les condensats de Bose-Einstein spinoriels (CBES), plusieurs e´tats de spin
coexistent, donnant lieu a` des dynamiques pilote´es par des interactions de´pendantes du spin (inter-
actions de contact (IC) et dipoˆle-dipoˆle (IDD)). En lien e´troit avec les travaux expe´rimentaux de
notre groupe, ce manuscrit pre´sente une analyse the´orique du comportement dynamique des CBES.
On s’inte´resse a` la situation ou` les CBES se trouvent dans l’e´tat fondamental ferromagne´tique a`
magne´tisation maximale, et qui sont porte´s hors de l’e´tat d’e´quilibre. En analysant les instabilite´s
d’un condensat uniforme de spin f dans le cadre de la the´orie de Bogoliubov, on met en e´vidence
l’existence d’instabilite´s dynamiques lorsque le champ magne´tique applique´ est infe´rieur a` un champ
critique pdd qui est de l’ordre de ∼ 0.1 mG. On montre que pdd est fixe´ uniquement par l’IDD. L’in-
stabilite´ se traduit par l’apparition de textures de spin et par la de´magne´tisation du condensat. Pour
un condensat pie´ge´, nos simulations nume´riques base´es sur l’e´quation de Gross-Pitaevskii montrent
une de´magne´tisation pour un champ critique pdem . pdd.
Nous avons e´galement e´tudie´ les dynamiques du condensat pie´ge´ en pre´sence d’un fort champ
magne´tique∼ 200 mG pdd, et d’un gradient∼ 10 mG/cm. L’e´tat initial est excite´ en effectuant une
rotation globale des spins. Nos simulations nume´riques (Gross-Pitaevskii) montrent une persistance
inattendue du caracte`re ferromagne´tique initial. On montre que l’e´nergie cine´tique communique´e
par le gradient aux e´tats de spin tend a` alte´rer le caracte`re ferromagne´tique, mais que cet effet
est contrebalance´ par l’IC qui impose un gap en e´nergie. Enfin, pour un condensat pie´ge´, on met
en e´vidence des modes collectifs de spin : les spins oscillent autour de leur orientation initiale avec
une amplitude qui varie spatialement et une fre´quence de l’ordre de ~/Mσ2  ω (σ est la taille du
condensat et ω/2pi la fre´quence du pie`ge). La comparaison de nos calculs avec les expe´riences montre
un excellent accord.
Mots cle´s. — Condensation de Bose-Einstein spinoriels, Interaction dipolaire, Analyse de
Bogolyubov, Mode collectif de spin, Simulations Gross-Pitaevskii.
Title. — Theoretical analysis of the excitations and instabilities of spinor dipolar Bose-Einstein
condensates
Abstract. — In spinor Bose-Einstein condensates (SBEC), several spin states coexist, giving rise
to dynamics driven by spin-dependent interactions (contact (CI) and dipole-dipole (DDI) interac-
tions). In close connection with the experimental work of our group, this thesis presents a theoretical
analysis of the dynamical behavior of SBEC which are initially in the ferromagnetic fully polarized
ground state, and set out of equilibrium.
Within the Bogolyubov theory, we analyzed the excitations of a uniform spin f condensate. Our
study highlights the existence of dynamical instabilities when the applied magnetic field is less than
critical field pdd which is of the order of ∼ 0.1 mG. It is shown that pdd is only set by the DDI. The
growth of dynamical instability gives rise to spin texture formation and demagnetization dynamics.
For trapped condensates, our Gross-Pitaevskii simulations show demagnetization dynamics below
the critical field pdem . pdd.
We also studied the dynamics of trapped condensate in the presence of a strong magnetic field
∼ 200 mG pdd, and a gradient ∼ 10 mG/cm. The initial state is excited by performing an overall
rotation of the spins. We have highlighted two new phenomena. First, our Gross-Pitaevskii simu-
lations show an unexpected preservation of the initial ferromagnetic character (the DDI and the
gradient can modify this ferromagnetic character). By neglecting the DDI, we show that this pre-
servation is the result of a competition between two effects : the kinetic energy acquired by the spin
components in the presence of the gradient tends to modify the ferromagnetic character. This effect
is inhibited by the CI which imposes an energy gap. Secondly, for trapped condensates, spin collec-
tive behavior is demonstrated : the spins oscillate around their initial orientation with an amplitude
that varies spatially and a frequency of the order of ~/Mσ2  ω (σ is the size of the condensate and
ω/2pi is the frequency of the trap). Our calculations are in excellent agreement with experimental
results.
Keywords. — Spinor Bose-Einstein condensation, Dipolar interaction, Bogolyubov theory, Col-
lective Spin modes, Gross-Pitaevskii simulations
